Derivacia funkcie



Motivacia pojmu derivacia

Zaujima nas priemerna intenzita
zmeny nejakej veliCiny (drahy, rastu
populacie, velkosti elektrickeho
naboja, hmotnosti), vzhladom na inu
velidinu (Gas, dizka)



Fyzika - mechanika

Priemerna rychlost pri pohybe rovhomernom
priamociarom je v = s/,

s — draha

t— Cas
Draha ale mo6ze byt funkciou Casu (meni sa
s casom). Potom priemerna rychlost bude:

b= s(t,) —s(8) _ As
(-t DN




Geometria

Je dana funkcia y = f(x) a na nej dva rézne
body [Xx.,f(x,)], [X, ,f(X,)]. Priamka, ktora

prechadza tymito dvoma bodmi sa nazyva
secnica grafu funkcie a ma rovnicu:

= f(xz)_f(xl)x+f(x1)—f(xz)_f(xl)xl

X, =X X, =X

= xrpe)- U x

Ax



Geometria - pokracovanie

Smernica tejto priamky — secnice je
A
AV

Ax
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Motivacia pojmu derivacia

Vo vsetkych uvedenych pripadoch nas bude
zaujimat situacia, ked' sa veliCina v menovatel

bude zmensovat, to jest bude sa skracovat
casovy usek v priklade z fyziky

alebo sa bude skracovat vzdialenost medzi
dvoma bodmi pri rovnici secnice...



Pojem derivacie

Napriklad pre rovnicu secnice. Ked
sa dva body budu k sebe priblizovat a
teda ich vzdialenost sa bude limitne
blizit' k nule, secnica sa zmeni na
dotycnicu ku grafu tejto funkcie v
bode. Hodnota je] smernice bude

teda
N

k = Iim
Ax -0 Nx



Pojem derivacie
Geometricky vyznam derivacie
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Definicia derivacie
Nech je dana funkcia f a bod xL1 D(f).
Derivaciou funkcie f v bode x nazveme
limitu
£ o=t /=)

Derivacia nemusi existovat v kazdom bode
definicného oboru. Ak derivacia existuje, hovorime,
ze funkcia ma derivaciu (je diferencovatelna) v bode x

Iné oznacenia:

dy df d
g g P ()



Neexistuje derivacia

Priklad funkcii, ktoré nemju derivaciu
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Derivacia ako funkcia

Ak existuje derivacia funkcie f pre kazde
x[M UID(f), potom zobrazenie
f M - R
také, ze X1 (X)
volame derivacie funkcie (je to opat funkcia).
Funkcia je diferencovatelna na uzavretom

Intervale ak ma derivaciu v kazdom vnutornom bode

intervalu a v koncovych bodoch existuju prislusne
jednostranne limity pre derivaciu.



Vlastnosti diferencovatelnych
funkcii

VVeta: Ak funkcia f ma derivaciu v bode x =c,
potom je v tomto bode spojita.

Poznamka: Opacna veta neplati.

Priklad: funkcia y = |x| je spojita na celom R,
ale nema derivaciu v bode 0



Derivacie elementarnych funkcii

Konstantna funkcia y=C y=0
Polynomicke funkcie y = X" y'=nx"n
(plati aj pre lubovolné realne Cislo n)

Exponencialne funkcie y = eX y =ex

y = ax y ' =a*lna
Logaritmickeé funkcie y=Inx y =1/x

y = log_X y = 1/(xIlna)
Goniometrické funkcie y = sin X y = COS X

Yy = COS X y = -sinx

y = tg X y = 1/cos?x

y = cotgx y = - 1/sin?x



Derivacie elementarnych funkcii

Cyklometrickée
funkcie 1
y = arcsinx YTl
1
= y ==
y=arccos X o,
y = arctg x y = :
2
l1+x

y = arccotg x y ==




Pravidla pre derivovanie

Veta: Nech funkcie f a g su diferencovatelne.
Potom plati:
C f) = Cf kde c je [ubovolné realne Cislo
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Derivacie vyssich radov

Nech funkcia f* je opat
diferencovatelna funkcia. Potom jej
derivaciu volame druha derivacia
funkcie f a oznaCujeme f°. Podobne sa
definuju aj derivacie vyssich radov.
Oznacenie: f',f"", fv, ...



Dal3ie priklady
Fyzika: Zrychlenie je derivacia
rychlosti:

dv _d’s
=9V 45
dt dt



Dal3ie priklady

Ekondomia: marginalna hodnota
Nakladova funkcia C(x): su naklady firmy na vyrobu
X vyrobkov. Potom  c(x+ 1) - C(x)

udava priemerny narast na
Marginalna hodnota naklac

h

Kladov na vyrobok
ovej funkcie je C'(x).

Ekonomicke vysvetlenie: a
o 1 vyrobok, to jest AC=C
marginalna hodnota odhad

K firma zvysi produkciu
(x+1)-C(x) ~C'(x), teda
uje vyrobne naklady na

jeden vyrobok pri danom pocte vyrobkov



Dal3ie priklady
Prijmova funkcia R(x) udava mnozstvo financii,
ktore
sa ziskaju predajom x vyrobkov.
Marginalny prijem R’(x) odhaduje narast prijmu,
ktory sa dosiahne jednotkovym zvysenim
hodnoty
predanych vyrobkov na sucasnej hladine

predavanych vyrobkov



Derivacia inverznej funkcie

Nech je funkcia f monotonna na intervale (a,b)
a pre kazdé x (a, b) existuje f'(x)#70. Potom
plati
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(f7)(x)=



