Limita a spojitost’ funkcie



Priklady

 Mame funkciu, ktora nie je
definovana vo vsetkych realnych
cislach, ako moOze vyzerat situacia
okolo tychto bodov?



vy = -1/X, nie definovana v bode
0
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y = (x3-8)/(x2-4), nie je definovana
v bode 2
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y = 1/X? nie je definovana v
bode O
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y = (1+x)"*, nie je definovana v

bode 0O

In[46):= Do[Print[x, " ", (1+x)M1 x)],
{x, 0.1, 0.000000001, -0.01}]
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0.1 2.59374
0.09 2.00525
0.08 2.61696
0.07 2.602886
0.06 2.64098
é 0.05 2.6533
0.04 2.66584
0.03 2.6786
0.02 2.09159

0.01 2.70481



Funkcia definovana predpisom:

_ Lk, X %2
y_%S, x=2 .
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Neformalna definicia limity

Ak sa hodnoty funkcie f(x) blizia k
hodnote L v pripade, ze sa hodnoty x

blizia k Cislu ¢, hovorime, ze funkcia f ma
v bode ¢ limitu rovnu L:

lim £(x) =L

X —->C



Funkcia definovana predpisom:

1-2x,x<1
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Jednostranneé limity

lim f(x) lm f(x)

X —-C X —-C
Limita sprava Limita zl'ava
Pre nas priklad:

liml1—-2x=-1 lIimx—-3=-2

,X,'—)l_ X—>1+



Veta:

* Funkcia f ma v bode c limitu prave vtedy
ked

existuju limita sprava aj limita zlava a
rovnaju sa.

lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) =L

X-C X-C X—->C



Priklady

1 |
lim — = —o0 lm = o
x-0 x x—>0+x

Existuji nevlastné jednostranné limity, ale st r6zne

Neexistuje obojstranna limita

1
lim
x-»Ox



Priklady

. 1 _ Existuje nevlastna limita
lim T o0 (vo vlastnom bode)
x- 0 x

. 1 — Existuje vlastna limita
Im — =0 )

v nevlastnom bode

X -0 ¥



Veta: Vlastnosti limit

Ak existuju vlastne
limity |
limf(x)=L a lmgx)=kK
Potom plati:

lim(f(x) +g(x)) =lim f(x) +limg(x) = L+ K

im(f(x) = g(x)) =lim f(x) =limg(x) =L =K

lim( f(x) [g(x)) =lim f(x) Him g(x) = L LK



Veta: Vlastnosti limit -pokraCovanie

lim (kf (x)) =k 0im f(x) =k(L, kOR

NI COTIE - T AS 2 A
Ceg(x) limg(x) K’

X ->C




Veta: Porovnavanie limit
Nech plati:

g(X)S f(x)Sh(x)  previetky

X ¢ C v nejakom otvorenom intervale okolo bodu c.

Nech plati lim g(X) = lim h(X) =L

X-C X-C

Potom plati lim f (X) =L

X-C



Veta: Vlastnosti limit

Ak lim f(x)=0

X->C

a funkcia g je ohrani¢ena v okoli bodu c, tak

lim(/ C)(x) =0



Dolezité limity

Iimx“ =0, ak a<0

X — 0

lma* =0, ak 0<a<l

X —» 00
. sin(x
Iim ( ):
x-0 X

limlog"(x)ZO, a>1
X —» 00 x

1
lim(1+x)" =e

lim x* =0, ak a>0

X —»

lima® =, ak a>1

X -0

lim S —
X —» 00 x
im% ~! =lna
x-0 X

im(1+ )" = e
X —» 0 x



Spojitost’ funkcie

Nech bod c je vnutornym bodom definicného oboru
funkcie f. Hovorime, ze funkcia je spojita v bode c,
prave vtedy, ked plati:

lim 7(x) = f(c)

X-C

Nech bod ¢ je l'avy (pravy) koncovy bod definicného oboru
funkcie f. Hovorime, ze funkcia je spojita v bode c, prave
vtedy, ked’ plati:

lim /' (x) = f(c) lim ' (x) = f(c)

X-C X-C

¢ je l'avy koncovy bod c je pravy koncovy bod



Spojitost funkcie - pokracovanie

Funkcia je spojita na mnozine M, ak je
spojita

v kazdom bode mnoziny M.

Priklady: Polynomické funkcie su spojité na

celom R.

Funkcia 1/x je na definichom obore spojita, v

bode 0, ktory nie je bod definicheho oboru
je
nespojita



Veta: Vlastnosti spojitych funkcii

1. Ak su funkcie f a g spojité v bode c, potom
aj sucet, rozdiel, sucin a podiel ( za
predpokladu, ze g(c) #0) tychto funkcii je
spojita funkcia

2. Zuzenie spojite] funkcie je spojita funkcia

3. Ak funkcia f je spojita v bode ¢ a funkcia g
je spojita v bode f(c), potom aj g.f je spojita
vV bode c.

4. Ak je prosta funkcia spoijita v bode c, potom
aj] k nej inverzna funkcia je spoijita v bode c.



Asymptoty grafu funkcie

Zaujima nas, ako sa graf funkcie sprava, ked sa
premenna vzdaluje do nekonecCna, pripadne v
bodoch, ktoré nie su v definichom obore.

Body grafu sa mozu priblizovat k nejakej
priamke. Takuto priamku volame asymptota.

Asymptota bez smernice je priamka x=b, taka,ze

lim £(x) = %oo
X -b”



Asymptoty grafu funkcie

Asymptota so smernicou je priamka y = kx +q,
kde

: X
e=tim 7 = 1im (/ (x) - kx)

X — X00 X X - F00




Okolie bodu

Definicia: Nech a, 8>0 su [ubovolné realne
cisla. Interval (a- 0,a+ 0) budeme nazyvat
okolim (6-okolim) bodu a. Oznacenie O,(a).

Interval (a- 0,a> nazyvame lavym okolim bodu a

Interval <a,a+ 0) nazyvame pravym okolim bodu
a

Interval (N,«) pre lubovolne realne Cislo N
nazyvame okolie bodu o

Interval (- < ,N) pre lubovolné realne Cislo N
nazyvame okolie bodu -«



Okolie bodu

Interval (a- 0,a+ d) je mnozina takych X, pre
ktoré plati:
Ix-al< d



Definicia limity

Nech je funkcia definovana v okoli bodu a
pricom v tomto samotnom bode nemusi byt
definovana. Hovorime, ze funkciaf ma v
bode a limitu L prave vtedy, ked plati:

e >0 >0, UxUD(f), |x—-alkd O |f(x)-L|<€



