Aplikacie derivacii v
praktickych prikladoch



Rychlost zmeny
Priklad (OdcCerpavanie vody z nadrze):
Mame valcovu nadrz s vodou. Akou rychlostou sa bude
menit vyska hladiny vody v nadrzi, ak z nadrze
odCerpavame vodu rychlostou 3000 litrov za minutu?
Riesenie:
Popis velicin:
t —Cas (minuty)
valcova nadrz s polomerom r (konstanta) (metre)
vyska hladiny vody h(t) ( funkcia Casu) (metre)
objem vody v nadrzi: V(t) = trr’h (metre kubické)

V(t) = 1000 T1rr?h (litre)



Rychlost zmeny odcerpavanie
vody z nadrze - pokracovanie
Z0 zadania ulohy vieme: dV - -3000

, dh dt
Uloha: Najst o

dt
Predpoklad: V aj h su aV _ooorp>
diferencovatelné funkcie 9 dt
Ztoho: dh 4V 1 _ -3000 _ -3

dt  dt 100002 1000102 107
Zaver: hladina klesa rychlostou 3 metrov za minttu

Tl.r2



Rychlost zmeny

Priklad: (Letiaci balén)

Balon s horucim vzduchom sa dviha kolmo
nahor.

Pozoruje ho dialkomer umiestneny 500 metrov
od

miesta vypustenia balona. V istom Case je

elevacny uhol dialkomera rovny 11/4. Tento uhol
sa

zvysuje rychlostou 0.14 radianov za minutu. Akou
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Rychlost zmeny — letiaci balon -

pokracovanie
Riesenie: t — Cas (minuty)

O(t) — elevacny uhol (radiany)

y(t) - vyska balona (metre)
Predpoklad: funkcie 6(t) a y(t) su diferencovatelnée.
Z0 zadania vieme: vzdialenost dialkomera od
miesta vypustenia balona ...500 metrov
Rychlost zmeny uhla...

de:()_14 pre 6 = 1/4
dt
Uloha: urgit  dy
A pre dane hodnoty 6 a d6/dt



Rychlost zmeny — letiaci balon -
pokracovanie

Z geometrie situacie

lati:
P y =500tan0

alebo Y — tanB
A teda 500

dy _ 500 do
dt cos’0 dt

=500(/2)%0.14 =140 metrov za min.

Zaver: v uvedenom case sa balon dviha rychlostou 140
metrov za minutu.



Rychlost zmeny

Priklad: (sledovanie kolény)

Kolbna A sa priblizuje z vychodu k skladistu
rychlostou 60 km za hodinu, kolona B sa od
skladista vzdaluje smerom na sever rychlostou
50 km za hodinu. Ako rychlo sa meni vzdialenost
medzi kolbnami v Case, ked A je 4 km od
skladista a B je 3 km od skladista?



Rychlost zmeny — sledovanie
kolony - pokraCcovanie

Riesenie:

X(t) - pozicia kolony A v Case t (kilometre)

y(t) - pozicia kolony B v Case t (kilometre)

s(t) — vzdialenost medzi kolonami v Case (km)

Predpoklad: x,y,s su diferencovatelne funkcie.

Vieme: v urcCitom Case t plati: x(t)=4, y(t)=3,
dx/dt =-60, dy/dt=50

Treba urcit: ds/dt v tomto Case.



Rychlost zmeny — sledovanie
kolony - pokraCcovanie

Plati: ~ s2(£) = x*(£) + y*(¢)

Najdeme derivaciu tejto funkcie danej implicitne:

2s(t)dS :2x(t)dx+ ) y(t)dy

d
A teda B S(>(’“( )+y<t> )ZS L =60y +3(50)) = -18

Zaver: V tomto case sa vzdialenost medzi koldonami
zmensuje rychlostou 18 km za hodinu



Ulohy na extrém

Priklad: (Kovovyroba.)

Z kovoveho plechu tvaru stvorca so stranou
dlhou

12 cm treba urobit krabicu vystrinnutim
stvorcovych rohov tak, aby mala Co najvacsi
objem.

Riesenie: Nech vystrihnuté stvorcove rohy maju
stranu dlhu x. Objem krabice potom bude

V(Xx) = (12-2x)? X.



Ulohy na extrém — kovovyroba-
pokracovanie

Ak ma byt jeho objem Co najvacsi, hladame extrem
(maximum) tejto funkcie pre 0 < x <6.
Budeme mat: 4r

L 2(12-2x)(=2)x +(12 = 2x)* =12(2 - x)(6 - x)
X

Stacionarne body:x =2 a x=6

7 Maximum V(2) = 128
o =12x° - 96x +144 V(0)=0=V(6)
A d*V (6) S

2
V@) >0

dx

Zaver: Maximalny objem krabice bude 128 cm kubickych
ak vyska krabice bude 2 cm.



Ulohy na extrém

Priklad: (Vyrobny design).Treba navrhnut design
pre litrovu konzervu na olej valcového tvaru. Ake
Rozmery musi mat konzerva, aby vyrobok
spotreboval najmenej materialu?

Riesenie: Rozmery, ktoré urcuju tvar valcovej

konzervy su polomer podstavy r a vyska
konzervy

h. Konzerva ma mat 1 liter =1 dm3= 1000 cm3.
Plati: V = 1rr2h = 1000 ( rozmery ra h budu v



Ulohy na extrém — vyrobny design
-pokracovanie
Z tohto vztahu moézeme vyjadrit’ h:
h= 1000/(1rr?). Ak mame minimalizovat pouzity
Material, musi byt povrch konzervy minimailny.
Povrch je: S = 21r?2 + 211rh = 21112 +2000/.
Hladame extrém tejto funkcie:

&S 2000
o = 4T[1‘ —
dr r’

Stacionarny bod:



Ulohy na extrém — vyrobny design
-pokracovanie
d’s 4000 dS(r))

e &

Teda minimalna hodnota materialu bude pre
rozmery konzervy:

SOO ~5 42¢cm hO — 2r0 ~10.84cm
Tt

Iy =



Ulohy na extrém

Ekonomicke aplikacie:

Funkcia nakladov C(x), kde x je pocCet vyrobkov.
C(x) = C,,, (x)*+ C. (x) variabilné a fixne naklady.
AC(x) — priemerné naklady: AC(x)=C(x)/ x.
Funkcia prijmov R(x). Ak p(x) je cena vyrobku
vyjadrena z dopytovej funkcie ako vztah medzi

poctom vyrobkov a ich cenou, potom R(x) = p(x).
X

Ziskova funkcia P(x) = R(x)-C(x)



Ulohy na extrém — ekonomické
aplikacie
Veta:
Maximalny zisk sa dosiahne na takej urovni

produkcie, pri ktorej sa marginalna hodnota

prijmov rovnha marginalnej hodnote
nakladov.



Ulohy na extrém — ekonomické
aplikacie

Priklad: Nech je dana prijmova funkcia
R(x) = 9x a funkcia nakladov
C(x) = x® -6x?+15x. Najdite hodnotu kedy sa
dosiahne maximalny zisk.
Riesenie: R'(x) =9, C'(x)=3x?-12x +15
3x2—12x +15=9 X, = 2+V2, x, = 2-V2
P(x,) =9.6568 P(x,) =-1.6568
Zaver: Maximalny zisk sa dosiahne pre
hodnotu produkcie 3.41421 a bude 9.6568



Ulohy na extrém — ekonomické
aplikacie

Veta: Uroven produkcie, kde sa dosiahne
minimalna hodnota priemernych nakladov je
rovna marginalnym nakladom.

C'(x) = C(x)/x.



Ulohy na extrém — ekonomické
aplikacie
Priklad: Predpokladajme, ze funkcia nakladov ma
tvar: C(x) = x® -6x? +15x. Existuje uroven
produkcie, ktora minimalizuje priemerné naklady?
Riesenie: C'(x) =3x2—-12x +15 a
C(X)/x = x? -6x+15
3x2—12x +15 = x2 -6x+15

X,=0, X,=3, kedze uroven produkcie musi byt kladna,
minimalne priemerne naklady sa dosiahnu pre uroven
produkcie 3.



Ulohy na extrém

Tuhost nosnika : Tuhost' S pravouhleho nosnika
je umerna jeho sirke vynasobenej tretou
mocninou jeho hrubky.

Najdite rozmery nosnika s maximalnou
tuhostou, ktory sa da vyrezat z gulatiny s
priemerom 12 palcov.

Riesenie: S= Kk s.h3, kde k je konstanta
umernosti, s je Sirka nosnika a h jeho hrubka.
Pre rozmery plati:



Ulohy na extrém — tuhost nosnika
- pokracovanie

Rasi=144 5= 144-}

S=k 144-h*}’




Ulohy na extrém — tuhost nosnika
- pokracovanie

G DK 2R 3K
144 -1 144 -1
- Skh' +432kh° _ 12 432 ~5h°
144 -1 144-12

Stacionarne body: h.=0, h,=V432/5=123/5

s= 144-432/5=12 2/5




