Vyuzitie derivacii



Rovnica dotyCnice a normaly ku
grafu
Majme funkciu y = f(x) a bod (x,Yy,), kde y, =f(X,).
Rovnica dotyCnice v bode (X,Y,):

Y=Yy — f'(xo)(x_xo)

Rovnica normaly v bode (x,Y,):

|
f'(xo)

Y =Vo =~ (x_xo)



DotyCnica a normala ku grafu

rrrrr

f(x) =x3-2x> —=x +4, bod (1.8; 1.552)
t:  y=1.552+1.52(x-1.8)
n: y=1.552-0.657895(x-1.8)



Linearizacia
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Linearizacia

Nech je funkcia y = f(x) diferencovatelna v
bode a.

Potom

L(x) = f(a) + f'(a)(x-a)
je linearizacia funkcie f v bode a
Aproximacia f(x) ~L(x) je Standartna linearna
aproximacia f v bode a.



Diferencia a diferencial

Nech x je bod z D(f) a h>0.

Rozdiel f(x+h) — f(x) nazyvame diferencia
funkcie f pre prirastok h.

Nech f ma v bode x derivaciu.

Vyraz f'(x)h nazyvame diferencial v

bode x pre prirastok h

Pre malu hodnotu prirastku h diferencial
aproximuje hodnotu diferencie



Pouzitie diferencialu - priklad

f(x) = 2x? -2.

Vypocitajte hodnotu diferencie a diferencialu
Y

bode 3 pre prirastok h = 0,01.

f(3,01) - f(3)= 16,1202 — 16 = 0,1202

f(3)(3,01-3) =12. 0,01= 0,12



Monotonnost funkcie

Veta: Nech je funkcia f spojita na uzavretom
intervale J a ma derivaciu v kazdom vnutornom
bode J. Ak pre kazdé x vnutri intervalu J plati

f(x)>0, rastuca
f'(x)<O tak je f na intervale J klesajuca

f'(x)=20 neklesajuca

f(x)<0 nerastuca



Lokalne extremy
Nech bod ¢ € D(f). Cislo f(c) je

lokalne maximum funkcie f ak f(x) < f(c) pre
vsetky body z definicného oboru z nejakého
otvoreneho intervalu |.

lokalne mimimum funkcie f ak f(x) > f(c) pre vSetky
body z definién¢ho oboru z nejakeho otvoreného

Intervalu I.
Ak platia ostré nerovnosti, hovorime o ostrom lokdlnom

maxime, minime



Absolutne extremy na mnozine

Nech je Mc D(f), ceM. Hodnota f(c) je
absolutne lokalne maximum ak f(x) < f(c) pre

vsetky xe M.
absolutne lokalne minimum ak f(x) = f(c) pre

vsetky xe M.



Ukazka extremov
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Extrémy

Veta: Nech je funkcia f v bode x, spojita a nech
existuje takeé okolie U(x,), ze v nom nalavo od
bodu X, je funkcia rastuca ( klesajuca) a napravo
od bodu X, je klesajuca (rastuca).

Potom funkcia f ma v bode x,ostre lokalne

maximum ( ostré lokalne minimum).



Extrémy

Veta: Nech ma funkcia f v bode x, lokalny extrem
a ma v tomto bode derivaciu f'(x, ).

Potom f(x, )=0.

Dosledok: Funkcia f m6ze mat lokalny extrém len
v tych bodoch, v ktorych sa je] derivacia rovna
nule, alebo v ktorych derivacia neexistuje.

Je to nutna podmienka extremu, nie postacujuca.
Ak je splnena podmienka f'(x, )=0, potom bod x,

nazyvame stacionarny bod.



Extrémy

Veta: Nech ma funkcia f v bode x, prvu a druhu
derivaciu a plati:
f'(x,)=0a f"(x,)#O0.

Potom ma funkcia v tomto bode lokalny extrém
a
to minimum ak f(x,)>0

)<0

0

maximum ak f (X,



Extrémy

Veta: Nech ma funkcia f v bode x, prvu az n-tu
derivaciu a plati:
f'(x,)=0 ...,f*'(x,)=0, f"(x, )#O0.

Potom ak n je parne Cislo ma funkcia v tomto
bode

lokalny extrém a

to minimum ak f(x_)>0

0)<0

A}y = r L. I e T 4 rF

0
maximum ak f"(x



Konvexnost a konkavnost

Definicia: Nech f je funkcia definovana a spojita na
intervale J a v kazdom vnutornom bode tohto
intervalu ma derivaciu. Hovorime, ze funkcia f je

konvexna (konkavna) na intervale J, ak pre
kazdu dotycCnicu v bode tohto intervalu plati, ze
vsetky body grafu funkcie okrem dotykoveho
lezia nad (pod) touto dotycCnicou.

« Konvexna: ak f'(x) je rastuca pre vsetky xe J
« Konkavna: ak f'(x) je klesajuca pre vsetky xed



Funkcia x* a jej dotyCnice

Derivacia rastie Derivacia klesa



Veta o konvexnosti a
konkavnosti

Nech funkcia je spojita na intervale Ja v
kazdom vnutornom bode intervalu ma druhu

derivaciu. Ak pre kazde x zvnutra intervalu
plati

f°(x) >0 (f"(x)<0), tak je funkcia na
intervale

J konvexna (konkavna).



Inflexny bod

Bod X, V ktorom ma funkcia f derivaciu,

nazyvame inflexny bod funkcie f ak je v
niektorom lavom okoli bodu funkcia konvexna
(konkavna) a v niektorom pravom okoli bodu je
konkavna (konvexna).

Veta: Nech ma funkcia f v nejakom okoli bodu X,

spojitu druhu derivaciu. Nutna podmienka, aby
X, bol inflexny bod funkcie f je platnost: f""(x)=0



Intervaly konvexnosti a
konkavnosti pre funkciu cos(x)
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Zakladne vety diferencialneho
poctu

Rolleho veta: Nech je funkcia f spojita na
uzavretom intervale [a,b] a v kazdom bode

otvoreného intervalu (a,b) ma derivaciu.
Nech

naviac plati: f(a)=f(b). Potom v intervale (a,b)
existuje aspon jeden bod ¢ taky, ze t°(¢)=0.



Zakladne vety diferencialneho
poctu
Lagrangeova veta o prirastku funkcie: Nech je
funkcia f spojita na uzavretom intervale [a,b] a
v kazdom bode otvoreneho intervalu (a,b) ma
derivaciu. Potom v intervale (a,b) existuje aspon

jeden bod ¢ taky, ze
f(b) —f(a) = 1'(5)(b-a).



L "Hospitalovo pravidlo

lim £(x) =lim g(x) =0

X-d X-d

Vi
(%)

Nech plati:

a nech existuje vlastna hm
T ama g (X)
alebo nevlastna limita

o S (X)
o g (X)

Potom existuje aj

G ()

a plati wag(x) e g (x)
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Diferencialy vyssich radov

Diferencial n-teho radu funkcie f v bode a je
vyraz
drf(a,x) = fM(a)(x-a)"

Ak existuje n-ta derivacia v bode a.



Taylorov mnohoclen

Nech ma funkcia f v bode a vSetky derivacie az
do radu n. Potom mnohoclen premennegj x
volame Taylorov mnohoclen funkcie f v bode a.

2002 7@+ D04 L Deap vt T Weay

I! 2! n!



Taylorova veta

Nech ma funkcia f v intervale [a,b] spojité
derivacie az do radu n a derivaciu (n+1)- v
otvorenom intervale. Potom pre kazde x
[a,b] existuje takeé Cislo r € (a,b). ze plati:

fn +1(F) (x . a)n+1

WLt 0



