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PREDSLOV

Tieto uéebné texty vznikli z druhého vydania Geometrie I a II oddelenfm ¢asti I Zobrazenia a kuzelosecky.
Cislovanie kapitol, ¢lankov a vzorcov preto nadviizuje na &islovanie z Gasti I. Texty presli niektorymi zmenami
(napr. boli pridané tlohy v cviceniach kazdej kapitoly). Najvicsia zmena sa dotkla ¢lénkov o projektivnej rovine
a kuzeloseckdch. Pre pochopenie obsahu sa od ¢itatela vyzadujd znalosti z uéebnych textov Afinné a Euklidovské
priestory (t.j. z Geometrie I).

Presov, oktéber 2005 Autor



AFINNE ZOBRAZENIA

15 Afinné zobrazenie a jeho analytické vyjadrenie

Rovnolahlost

Trieda afinnych zobrazeni hra v geometrii doleziti tdlohu z viacerych dovodov. Niektoré afinné zobrazenia
si rovnobezné ( a $pecidlne aj kolmé) premietania, ddlezité najméa pri zobrazovani trojrozmerného priestoru na
dvojrozmerny, niektoré si izomorfizmy afinnych priestorov a niektoré zase " pohyby” v euklidovskych priestoroch.

K afinnym zobrazeniam (pouzivanym i v praxi) patri rovnolahlost. Rovnolahlost, ako zobrazenie Fy — Ej je
zaradené do vyucovania matematiky na strednych sSkolach. Tam sa preberali niektoré jej dolezité vlastnosti:
Obraz priamky je priamka s fiou rovnobeznd, obraz tsecky je secka, atd. Jej definicia bola nasledovna: Dany
je bod S a redlne ¢islo & # 0,1. Ku kazdému bodu X zostrojime X’ takto: Pre bod X = S je X' = S ;

— — — —
ak X # S, zostrojime bod X’ na priamke SX tak, ze SX' = k.SX; pritom X € SX, ak k > 0 a X lez

. -
na polpriamke opacnej k SX, ak k < 0. Zobrazenie, ktoré podla tohto predpisu priraduje bodu X bod X',
nazyvame rovnolahlost. Tito definiciu zovieobeciiuje

Definicia 15.1 V R, je dany bod S a redlne cislo k # 0. Zobrazenie p: R, — Rn, X — X' nazgvame
rovnolahlost (tieZ homotetia) na R,, ak

SX' = kSX (tj. X' =8 +kSX); (15.1)
bod S nazgvame stred a cislo k charakteristika rovnolahlosti p; oznacenie: oS, k.
Nech rovnolahlost p[S, k] na R,, zobrazi body X,Y v poradi do X’,Y”. Potom vzhladom na (15.1),
XY = SY' — 5X' = k.SY — k.SX = k(SY — SX) = kXY,

¢ize pre kazdé dva body X,Y a ich obrazy X’,Y’ v rovnolahlosti s charakteristikou k, plati

— —

XY =kXY. (15.2)

Ak A, B',C', D’ st v poradi obrazy bodov A, B, C, D v rovnolahlosti p, tak A—B) = C’—[) = A'B'=C'D’ t..

AB=CD = pApB = pCpD . (15.3)
Skutocne, ked AB = CD, potom podla (15.2) A’'B’ = k.AB = k.CD = C'D’. Vlastnost (15.3) umoziuje
pomocou rovnolahlosti na R,, definovat nové zobrazenie (ktoré budeme oznacovat p*) oborom i druhym oborom,
ktorého je zameranie priestoru R,, a teda je to zobrazenie mnoziny vektorov ( a nie bodov!) na seba:

—

o* R, — R, p#(A—B)) = pApB . (15.4)

Nech k zobrazeniu « : R,, — R,, (nie je nevyhnutne rovnolahlost), existuje zobrazenie o# : R,, — R,, definované
podla (15.4); o# budeme nazyvat stopa zobrazenia o alebo zobrazenie asociované (resp. indukované) zobrazenim
a. Nie vietky zobrazenia R, — R, maji takid vlastnost. Napriklad k zobrazeniu 1 : Ry — Ro, [z,y] — [z,9?]
neexistuje stopa.

Ked « je rovnolahlost s charakteristikou k, potom vzhladom na (15.2) a (15.4) X'Y’ = o#* XY = k.XY; o je
teda skaldrne ndsobenie a to ako vieme z I. kapitoly je automorfizmus (pre k # 0) vektorového priestoru R,,.

Preto plati

—

Veta 15.2 Stopa kazdej rovnolahlosti na R, je automorfizmus vektorového priestoru R, .



Definicia afinného zobrazenia

Rovnolahlost je teda také zobrazenie, ku ktorému existuje stopa a této stopa je automorfizmus a teda aj endo-

f—, ° .
morfizmus vektorového priestoru R,. Také zobrazenia hraji v geometrii velmi doleziti dlohu (Gitatel sa moze
presved¢it, ze okrem inych zobrazeni aj osovd simernost a transldcia majui tieto vlastnosti).

Definicia 15.3 Nech (P,—,V),(P',—, V') st afinné systémy. Zobrazenie o : P — P’ nazjvame afinné zobra-
zenie, ak existuje zobrazenie

VSV o#*AB = aAaB

a toto zobrazemie je morfizmus vektorovych priestorov V,V'; ak P = P’, V. = V' hovorime, Ze a je afinné
zobrazenie na P. Afinné zobrazenie, ktoré je bijekcia, nazijvame afinita alebo izomorfizmus. P,P’ si izomorfné
afinné priestory, ak existuje afinita o : P — P’.

Je zrejmé, ze zamerania izomorfnych afinnych priestorov st izomorfné vektorové priestory; nie je tazké dokézat,
ze plati i obratene, t.j. ak zamerania afinnych priestorov si izomorfné vektorové priestory, tak tieto afinné
priestory st 1zomorfne To znamend, Ze afinné priestory s tym istym polom skaldrov si izomorfné prave vtedy,
ked majii rovnaké dimenzie. Preto kazdy n-rozmerny afinny priestor nad polom F je izomorfny s n-rozmernym
aritmetickym afinnym priestorom nad polom F. Z toho vyplyva délezitost aritmetického afinného priestoru.

Medzi afinné zobrazenia patria, zo strednej skoly dobre zndme, zobrazenia stredova simernost, osové simernost,
posunutie, rovnobezné premietanie (neskor to dokazeme). Cielom tejto kapitoly je skimat vlastnosti afinnych
zobrazeni (nielen v rovine, ale aj na R, resp. E,, n > 0) previest ich klasifikdciu a ukézat ich aplikdcie.

Dolezitost afinnych zobrazeni vyplyva z definicie geometrie, ktort predniesol r. 1872 F. Klein vo svojej prednéske
”Erlagensky program”. Podla tejto definicie, ak (M, G) je usporiadand dvojica, kde M je neprdzdna mnozina a
G je grupa transformdcii na M, tak geometria je tedria, ktord ”studuje” invarianty grupy G. Afinnd geometria
”Studuje” invarianty afinnej grupy t.j. grupy vstkych afinit na danom afinnom priestore.

Afinné zobrazenie sme definovali pomocou ”algebraickych” pojmov, dé sa to vSak urobit aj ” geometricky”.

Lema 15.4 Zobrazenie o : R,, — Ry, je afinné prave vtedy, ked

AC =k.BC = aAaC =k aBaC. (15.5)

Dékaz. Nech « je afinné zobrazenie, potom a je morfizmus a preto AC = k.BC implikuje

a?AC = k.a¥*BC, aAaC =k.aBaC .
Obratene predpokladajme, ze plati (15.5). Obrazy bodov A, B,C... v zobrazeni a v poradi{ oznaéme
A’ B’ C".... Najprv dokdzeme, ze (i) operacia ”stred dvojice bodov” je invariantom zobrazenia a. Skuto¢ne,

nech S je stred dvojice A, B. Potom AS = —l.B*:g7 odkial podla (15.5) A’S’ = —1.B’S’ a to znamené, ze S’ je
stred dvojice A’, B’, plati teda

a(A+ B)=aA -+ aB.

Dalej ukézeme, ze (ii) existuje stopa zobrazenia c. Nech A—C)’ = DE. Potom stredy dVOJlC
(A,E), (C,D) splyvaji preto podla (i) stredy dvojic (A, E’), (C',D') splyvaji, takze A’C’ = D’E'
Tym je dokdzané aj (ii). Nakoniec dokdzeme, Ze o je morfizmus. Nech @b su 1ub0volne vek-
tory a nech A,B,C si také body, 7e CA = & CB = b Ak @a+b = CA+ CB =
= C’D tak stredy dvojic (C D), (A, B) splyvaji a preto podla (ii) aj stredy dvojic (C’, D), (A’, B') splyvaju,
teda C’A’ + C’B’ = C’D’, ¢ize aCaA + aCaB = aCaD, t.j. a*CA + a*CB = o*CD a potom aj
a#d + atb = o (@ + g) Rovnost % = k.7 mozno napisat v tvare A*C)1 = kB?' (je zrejmé, ze také body A, B,C

existujii) a podla (15.5) adaC = k. aBaC', ¢ze a#* AC = k.o#*BC t.j. o#i = k.a#7 . Tym je dokédzané, ze
a# je endomorfizmus.




Veta 15.5 Zobrazenie o : R,, — R, je afinné prave vtedy, ak kaZdé tri rézne kolinedrne body A, B,C € R,, sa
zobrazia do jedného bodu alebo do takygch troch réznych kolinedrnych bodov, e (ABC) = (aAaBaC).

Této veta je ekvivalentnd s definiciou afinného zobrazenia. Preto by bolo mozné definovat afinné zobrazenie ako
zobrazenie, ktoré kazdé tri kolinedrne body A, B, C' zobrazi do toho istého bodu, alebo do bodov, ktorych deliaci
pomer sa rovna deliacemu pomeru bodov A, B, C.

Rovnice a matice afinnych zobrazeni

Nech F = (0,¢,...,¢e,) je repér priestoru R,

/
X1 Ty
XE — . X/E —

Ty x

anech a: R, — R,, X — X' je zobrazenie dané sistavou rovnic

T = wmgn -+ +Tegin + @
(15.6)
T, = Tigm + -+ Tngnn + Gn
ktoru skratene piseme ako maticovi rovnicu
(@X)? =GXP +Q, (15.7)

kde G, Q st prislusné matice (dané nad polom R) typu n x n resp. n x 1.
Veta 15.6 Zobrazenie o : R, — R,, dané rovnicou (15.7) je afinné zobrazenie. Jeho stopa je dand rovnostou
(a# )P = Go*. (15.8)

Dékaz. Ked @ = AB je lubovolny vektor, potom

(aB)f — (aA)F = (G.BY +Q) — (G.AF + Q) = GE;E = GiF,

cize vektor (aB)F — (aA)P nezavisi na volbe bodov A, B, preto existuje stopa zobrazenia « a jej predpis je
(a#¥)F = G¥. Ked oznacime o#f = G (tdto maticu nazyvame matica stopy afinného zobrazenia « v repére
E) potom

(a*0)F = o EF¥, (15.9)
Je zrejmé, ze zobrazenie dané touto rovnicou je morfizmus R,—R,, tym je dokaz skonceny.

Nech « je afinné zobrazenie. Kumuldciou vektorov nejakej stistavy F do matice F¥ a aplikdciou rovnosti (15.9)
dostévame, 7e pre vetky (pripustné) i, je i-ty stlpec matice o FF obraz i-tého vektora ststavy F), t.j.

(a#F)E = o#EFE, (15.10)
Lema 15.7 Ak « je afinné zobrazenie, A je bod a U vektor, tak
(A4 7) = ad + a7 (15.11)

Dokaz. Ked & = AB, potom o# (%) = a#(AB) = aAaB = aB — aA, odkial aB = oA + o#7.



Veta 15.8 Ked a : R, — R,, X — X' je afinné zobrazenie a E je repér priestoru R, potom existuje jedind
matica G a jedind matica Q tak, ze (aX)¥ = GXP + Q t.j. ewistuje jedind matica

gin -+ gin @1
of = : (15.12)
Ini oo Gnn  Q4n

tak, Ze plati (15.6). Maticu (15.12) nazgvame matica afinného zobrazenia a (v repére E).

Dokaz. Nech Qr = [q1,...,qn], «O = Q, a¥¢&; = Gir t3- aE = (Q,g1,...gn) a nech (Gi)e = (91i,-- -, 9ni)-
Z rovnosti X = O + x1€1 + - - - + x,€, dostdvame (podla (15.11))

aX = a(0) + o (218 + ... + 1,€p)

X'=Q+xG1+ + TnGn.

Ak tidto rovnicu rozpiSeme do stradnic, dostaneme 15.6; tato sistava rovnic vyjadruje zavislost medzi
suradnicami bodu X a jeho obrazu X’ v afinnom zobrazeni a ( v danom repére E).
Determinant afinného zobrazenia
Nech E, F st dve bazy priestoru R, a ¢ jeho endomorfizmus. Potom
of = FEQFEF, (15.13)

Skutocne, ak @ je vektor, tak Z7" = (p0)F = FE(o0)F = FEQF§" = FPOPEFGP | o implikuje (15.13). Je
zrejmé, ze determinanty matic oboch strdn rovnosti (15.13) sd rovnaké, preto

det ¥ = det(FEQI ET) = det FE det ! det EX = det FF det EF det " = det o
¢o znamend, Ze determinant matice endomorfizmu nezavisi na volbe bézy.

Definicia 15.9 Determinant matice stopy afinného zobrazenia o nazgvame determinant afinného zobrazenia o
a tiez determinant stopy o afinného zobrazenia «; oznacenie det .

Cvicenie
15.1 Dokéite, ze nasledujica matica je matica rovnolahlosti p: R,—R,, so stredom Sls1,...,s,] a charakte-
ristikou k£ # 0
k0 ... 0 s1(1—k)
0 k ... 0 so(l—k)
0 0 ... k su(1—k)

15.2 Dokazte, ze stred neidentickej rovnolahlosti je jej jediny samodruzny bod (bod A je samodruzny v zobrazeni
a, ked a(A) = A).

15.3 Nech « je afinné zobrazenie. Dokézte, Ze platia tvrdenia

1. a je injekcia prave vtedy, ked det o # 0
2. « je surjekcia prave vtedy, ked det o # 0.

15.4 Nech « je afinné zobrazenie. Dokézte, ze platia tvrdenia

1. a# je injekcia prave vtedy, ked det a# # 0
2. a# je surjekcia prave vtedy, ked det a# #0
3. Kera# = {0} & deta® #0.

15.5 Dokézte, Ze linedrna nezévislost vektorov je invariant kazdého monomorfizmu.



Afinna grupa
7 Cviceni 15.3, 15.4 vyplyva nasledujica

Veta 15.10 Nech a je afinné zobrazenie na R,. Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné:

(i) « je afinita

(ii) « je injekcia

(#ii) « je surjekcia

(iv) a' je automorfizmus
(v) a je monomorfizmus
(vi) a' je epimorfizmus

(vii) det a # 0.
Veta 15.11 Nech afinné zobrazenia «, 8 na R, su dané maticovimi rovnicami
aX=GX+Q, BX=HX+R
Potom maticovd rovnica sucinu af je
(af)(X)=(G.H).X+G.R+Q.

Ked o je bijekcia, potom
alX=G1XxX-G1Q.

Dokaz. (o f)(X) = a(B(X)) =a(HX +R) = G(HX +R)+Q = (G.H).X + G.R + Q. Ked a je bijekcia,
determinant matice G, ktora je maticou stopy a# je rézny od nuly, preto existuje inverzna matica G~'. Polozme
v rovnici aX = G.X+Q miesto X viade a1 X. Potom aa !X = G.a ' X+Q,t.j X = G.a ' X+Q, G L (X-
Q) =a'X,a'X=G1X-G1Q.

Z Vety 15.11 priamo vyplyva

Veta 15.12 Sucin dvoch afinnijch zobrazeni na R,, je afinné zobrazenie na R,,, sucin afinit je afinita. Inverzné
zobrazenie k afinite je afinita. Stopa sicinu afinniyjch zobrazeni je sucin stop tychto zobrazeni a stopa inverznej
afinity je inverzné zobrazenie k stope povodnej afinity, t.j.

(aop)? = aFop? (15.14)
(v H* (")~ (15.15)

Veta 15.13 Vsetky afinity na R, tvoria grupu zobrazend (nazgvame ju afinnd grupa priestoru R,) .

Priklad 15.14 Dané si afinné zobrazenia na Ry rovnicami

2y = bxy+3x2+4
«Q ’
Ty = T1+T2—2
g xy = 2x142x9—9
‘ xy = —1.5x1 —2x9+13.5

Uréte rovnice a matice zobrazeni o™, 71, ao B, Boa.



Riesenie. Rovnice inverzného zobrazenia o~ ! k afinite a uréime z jej ststavy rovnic tak, Ze rieSime tito ststavu
0 neznamych x1, xq; dostaneme

r1 = 0,52 — 1,525 -5
xe = —0,52) +2,525+7

potom v tychto rovniciach urobime zémeny x1 < 1z, o < xh:

0l xy = 0,521 — 1,522 —5
) xy = —0,511 + 2,520+ 7
Podobne zistime, ze
_ i = 2x1+2x9—9
g1 1 1 2

8
I\
\

717 51‘1 - 2132 + 13, 5
Aby sme nasli rovnice zobrazenia 3 o « predpokladajme, ze

X = [y, 2] S X =[], 2h] 5 X =’ h).

Potom (B0 a)(X) = X'’ takze ”vztahy” medzi siradnicami bodov X, X’/ budi hladané rovnice. Z rovnosti
BX' = X' vyplyva:

') = 2z) +2x, -9
', = —1,bz} — 2z +13,5
pouzitim rovnic zobrazenia o mame
2] = 2(5x1+3z2+4)+2(x1 +22—2)—9
2y = —1,5(5x1+3x3+4) —2(x1 + 22 —2)+ 13,5

odkial dostavame rovnice zobrazenia (o «

Goa xf = 1221 +8x9—5
o = —9,51‘1 —6,51’2+1175 ’
Analogicky zistime, ze
_ 2y = 5,5x1 +4xe—0,5
aof: 2, = 0,51 +2,5

st rovnice zobrazenia « o (.

Mohli sme si v8imnit, Zze zobrazenia 3,3~ majd td istd sdstavu rovnic, preto 3 = 8~'. Také zobrazenia,
ktoré sa rovnaju svojim inverznym zobrazeniam nazyvame involutdrne zobrazenia (alebo len involicie). Dalej
a o (3, foa maji rézne rovnice, preto vSeobecne neplati komutativny zakon pre skladanie zobrazeni.

Jednoduchym kalkulom matic mozno ukézat, ze matice zobrazeni o', o3 atd. mézeme vypocitat aj nasledovne
(a, B st dané ako v priklade 15.14). Matice zobrazeni «, 3

53 4 2 2 -9
O"(1 1 —2>_A ﬁ'<—1,5 ~2 +13,5>_B

upravime na matice

5 3 4 2 2 -9
A= 1 1 =2 B*=| -1,5 -2 -13,5
0 0 1 0 0 1



t.j. ku A (resp.B) priddme tret{ riadok 0 0 1. Ak z matice A*~! (t.j. matice inverznej k matici A*) vynechdme
posledny riadok dostaneme maticu zobrazenia a~!. Podobne ak z matice A*.B* ( t.j. si¢inu matic A*, B*)
vynechame posledny riadok dostaneme maticu si¢inu ao 8. Maticu A~! ndjdeme zndmym spdésobom. Utvorime
maticu algebraickych doplnkov k matici A* , tito transponujeme a kazdy prvok takto ziskanej matice delime
determinantom matice A* (ktory je 2) a dostaneme hladani maticu; popisané matice si:

1 -1 0 1 -3 -10 0.5 —-15 -5
-3 5 0 -1 ) 14 0.5 2.5 7
—-10 14 2 0 0 2 0 0 1

Cvicenie
15.6 Dokéazte, ze zobrazenie 3 : Ry — Ra, X[x1,x2] — X'[|21], |22|] nie je afinné zobrazenie.

15.7 Najdite také dve rozne afinné zobrazenia, ktoré maji rovnaké stopy.

g (312 5
“ _(5 20 7)'

N4jdite dva rozne body, ktorych obrazy v « splyvaju.

15.8 Dané je afinné zobrazenie

15.9 Dokazte, ze neidentickd rovnolahlost p a afinita « priestoru R,, komutuji (t.j. pa = ap) prave vtedy , ked
stred rovnolahlosti je samodruznym bodom afinity a.

16 Invarianty afinnych zobrazeni

Ak U je utvar afinného priestoru R,, a « je zobrazenie R,— R, kladieme aU = {aX; X € U} a hovorime, Ze

aU je obraz utvaru U v zobrazeni a. Ak aU = U hovorime, ze utvar U je samodruzny utvar zobrazenia .
Invariant zobrazenia « je takd reldcia 6 na mnozine utvarov afinného priestoru R,, ktord « nemeni, t.j. ak
atvary Uy, ...,Us su v reldcii 0, tak aj utvary alUy,...,aUs su v relécii 6.

Nech « : R,, — R, je afinné zobrazenie, X, Ay, ..., As si body priestoru R,, a v poradi X', Af, ..., A} ich obrazy
v a.. Potom . .
X = Ag+p1doAr + -+ psAoAs = X' = AL+ p1AjAL + -+ ps A AL (16.1)

Skutocéne

— —

a(Ag +prAgA; + -+ psAgAg) = ado + o (prAgAr + -+ pAgAg) =
QAg +pra® AgAy + -+ psa? AgAg = aly + (pradgad; + - + psadgady) =

Al + prAGAL + -+ ps A AL

Z rovnosti (16.1) priamo vyplyva identita

alAg... As) =ady... ads. (16.2)

Dosledok 16.1 KaZdé afinné zobrazenie definované na R, zobrazi podpriestor priestoru R, na podpriestor
priestoru R, (pricom dimenzia obrazu < dimenzia vzoru). Vlastnost “byt podpriestorom” a afinnd zdvislost
bodov je invariantom kaZdého afinného zobrazenia.

7 cvicenia 15.5 priamo vyplyva

Veta 16.2 Afinnd nezdvislost bodov a dimenzia afinného priestoru je invariantom kazdej afinity.

Veta 16.3 Afinné zobrazenie je afinita prdve vtedy, ked deliaci pomer je jeho invariant.



Dékaz. Ked « je afinita, je a aj injekcia, preto A # B = aA # aB, ¢ize pre tri kolinedrne body je vzhladom na
Vetu 15.5 jedind moznost: («AaBaC) = (ABC). Obratene, ak deliaci pomer je invariant afinného zobrazenia,
nemozu sa dva kolinedrne body zobrazit do jedného, preto « je injekcia a teda aj afinita.

Bod A nazyvame samodruingm (alebo invariantngm) bodom zobrazenia «, ak «A = A. Mnozinu vSetkych
samodruznych bodov zobrazenia o oznacujeme sab a.

V pripade, ze v (16.1) je kazdy z bodov Ay, ..., As samodruzny, t.j. Ag = Ap,...,As = A,,jeaj X = X' a teda
aj X je samodruzny. Preto plati

Veta 16.4 Kazdy bod afinného obalu mnoZiny samodruzniych bodov je samodruzny.

Désledok 16.5 Mnozina vsetkyjch samodruznijch bodov afinného zobrazenia je bud O alebo podpriestor afinného
priestoru.

Désledok 16.6 Ak kazdy bod nejakého simplexu afinného priestoru R, je samodruzny bod afinného zobrazenia
a, tak a @ R,— R, je identita.

Tento désledok §pecidlne znamend, 7Ze afinné zobrazenie na rovine (resp. na priamke) je identita, ak mé tri
nekolinedrne (resp. dva rozne) body samodruzné.

Ak A+V, B+U st rovnobezné podpriestory priestoru R,,, tak U C V alebo V C U a preto aj a#U C a#V alebo
a#V C a®U, pre kazdé afinné zobrazenie a na R,,. To znamend, 7e a(A+V) = aA+a#V, a(B+U) = aB+a#U
st opat rovnobezné podpriestory afinného priestoru. Plati teda

Veta 16.7 Rovnobeznost podpriestorov afinného priestoru je invariant kaZdého afinného zobrazenia.

Nech a : R, — Ry,,n > 0, je afinné zobrazenie. Nenulovy vektor ¥ nazyvame wvlastng vektor zobrazenia a,
ked existuje skaldr k # 0 tak, ze a# ¥ = k¥. Smer uréeny vlastnym vektorom ¥ je samodruzny smer afinného
zobrazenia . Predpokladajme, ze (aX)? = G.X¥ + QF; nech ¥ je vlastny vektor zobrazenia o. Potom

kP = o0 P =GoF, (G-k15)0F =5F;

Rozpisanim do siradnic dostaneme homogénnu sistavu n-linedrnych rovnic o n neznamych s parametrom k. T4
mé nenulové riesenie prave vtedy, ked det (G — k.1¥) = 0. Tito rovnicu n-tého stupiia o nezndmej k nazyvame
charakteristickd rovnica (afinity «) a jej korene wvlastné c¢isla afinity a. Zrejme ku kazdému vlastnému éislu
prislicha aspon jeden samodruzny smer.

Veta 16.8 Roznym vlastngm cislam prislichaji rézne samodruzné smery.

Dokaz. Nech k # r st vlastné ¢isla afinného zobrazenia «, ktorym prislicha smer uréeny nenulovym vektorom
@. Potom o4 = ki a o = ri. Odéitanim tychto rovnosti dostaneme ki — 7 = &, (k — )i = 6, odkial k = r
¢o je spor s predpokladom.

Priklad 16.9 Afinita o« na Ry je dand sistavou rovnic

¥y = 21 +3x2+5
xy = Tz + 10z9 — 3.

Vypoéitajte vieobecni rovnicu nadroviny N', ktord je obrazom nadroviny N : 5x1 — 2xs +4 = 0 v afinite «.
RieSenie. Sustavu rovnic afinity « riesime vzhladom na nezname x, x2, dostaneme

{17/1 = —].0£C1 + 31’2 + 59
71’1 - 21’2 —41.

)
Tieto rovnice dosadime do rovnice nadroviny N:
5(—10x] + 325 + 59) — 2(72) — 225 —41) +4 =0

odkial dostdvame rovnicu nadroviny N’ : —64x + 1925 + 381 = 0.



Cvicenie
16.1 Dokéite, ze afinna nezavislost bodov nie je invariant afinnych zobrazeni.

16.2 Nech « : Ry — R; je afinné zobrazenie, ktoré nie je afinita. Dokdzte, ze existuje bod A’ € Ry tak, zZe pre
kazdé X € Ry je aX = A'.

16.3 Nech a: R, — R, ,n > 0, je afinné zobrazenie, pre ktoré |aR,| # 1. Dokézte, 7Ze existuje sistava linedrne
nezavislych vektorov priestoru R,,, ktorti a# zobrazi do linedrne nezévislej stistavy vektorov.

16.4 Urcte rovnicu samodruznej priamky zobrazenia « : Ry — R daného maticou

2 3 12
1 4 14 /-

Kolko je takych priamok? Uréte rovnicu aspoii jednej takej priamky L, ze L # aL a L || aL.

2 -6 8
7T 4 5 )

Najdite vsetky také pravé uhly, kazdy z ktorych « zobrazi na pravy uhol.

16.5 Dana je afinita o maticou

16.6 Dokézte, Ze kolmost vektorov je invariant afinity
5 —7 80
E _
“= ( 75 20 >
ked F je ortonormélny repér.

16.7 Dany je repér E = (O, €1, €3, €3) priestoru Ej a vektor dg = (—3,1,7). Nech o : B3 — Ej3 je také afinné
zobrazenie, Ze o €] = €1, a¥ €y = &, ad = 5d. Vypocitajte a¥, ked saba je rovina.

16.8 Dokéite, 7e ked afinné zobrazenie o zobrazi dve mimobezky K, L do jedného bodu A, potom « zobrazi
afinny obal zjednotenia K U L do bodu A.

16.9 Dokéite, 7ze ked afinita o : Ry — Ry mé aspoii tri samodruzné smery, potom kazdy smer je samodruzny.

16.10 Dokézte, ze ked afinita o : Ry — Ry mé aspon dve (ro6zne) vlastné ¢isla, pricom ani jedno nie je 1, potom
ma prave jeden samodruzny bod.

16.11 Dokézte, 7e ked existuji dva nenulové kolmé vektory, ktoré stopa afinného zobrazenia o : Ry — Ry zobrazi
na kolmé nenulové vektory, potom existuje Stvorec, ktory a zobrazi na kosostvorec.

16.12 Dokézte, Ze ked P je jediny samodruzny bod afinity o : R, — R,, potom lezi v kazdej samodruznej
nadrovine tejto afinity.
17 Urcenost afinného zobrazenia

Vieme, 7e afinné zobrazenie na R,, moZno zadat maticou typu n x (n + 1) (jej prvky si prvky pola R). Tento
”aritmeticky” spdsob mozno nahradit ”geometrickym”. Ukazuje to nasledujica

Veta 17.1 (o urcenosti afinného zobrazemia) Nech A,, Ay, ..., A, je simplex a AL, A%, ... Al si lubovolné
body priestoru R,,. FExistuje prdve jedno afinné zobrazenie a na Ry, tak, Ze aAg = Aj, ..., aA, = Al.

Dokaz. Oznacme A,A; = €, ALA’, = §; pre vietky i > 0. Ststava vektorov €;,...,¢é, je baza priestoru En,
preto (A,, €1, ...,6,) = E je repér priestoru R,,. Ak Xg = [z1,...,2.], (§)E = (914, -+, gni) & a¥€; = g;, tak

X' =aX = oAy + 218 + ... + 2,8,) = g+ ¥ (2161 + ...+ 1,E,) = Al 4+ 21Gh + -+ TG
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Nech X5, = [z],...,2)]. Ak vySSiu rovnost prepiSeme do stiradnic v repére E dostaneme ststavu rovnic (15.6).

—

Podia Vety 15.7 « je jednoznacne urcené afinné zobrazenie, ktoré zobrazi A; — Aj; je totiz A; = Ag + A4,

odkial ad; = A) + ApA, = Al

Ak tito vetu interpretujeme na rovine, dostaneme: Ku kazdému trojuholniku ABC a Iubovolnym bodom
A’', B, C’ existuje prave jedno afinné zobrazenie definované na danej rovine, ktoré zobrazi A — A’', B — B/,
Cw— C".

Ak vo vete 17.1 je AL, ..., Al tiez simplex priestoru R, t.j. « je afinita, dostdvame vetu:

Veta 17.2 (o uréenosti afinity) Ku kazdgm dvom simplexom A,, ..., A,, Al ... Al priestoru R, existuje prdve
jedno afinné zobrazenie a: R, — R, tak, Ze aA; = A, pre i =0,1,...,n. Toto afinné zobrazenie je afinita.

Veta 17.3 (o urcéenosti afinného zobrazenia) Nech (O,€y,...,&,) je repér, Q lubovolny bod a ﬁ,...,ﬁ
lubovolnd sustava vektorov priestoru E,. Existuje prdve jedno afinné zobrazenie o na R, tak, e O = Q a

—

a# (&) = f, pre viethyi=1,...,n.

Veta 17.4 (o uréenosti afinného zobrazenia) Ku kaZdgm dvom repérom (O, é1,...,8Ey,), (Q,ﬁ, .. ,ﬁl) pries-
toru R,,, existuje prdve jedna afinita o na R, tak, e aO = Q a o¥(€;) = f, pre vietkyi=1,...,n.
Cvicenie

17.1 V E5 st dané dva trojuholniky ABC, DFG a bod H. Zostrojte (pravitkom a kruzitkom) obraz bodu H v
afinite a : By — Ey, A— D, B— F, C — G.

17.2 V R4 st dané body

2,
1,

Zistite, ¢i existuje afinné zobrazenie « : Ry — Ry tak, ze aA; = A},i=10,1,2,3.

4,0,0] Ay =[-1,0,0,1] Ay =[2,1,3,1] Az = [5,8,0,—1]
0,1,0] AL =10,0,3,0] Al =1[2,3,0,1] Al = [4,-1,0,0].

o~o

A
A

17.3 V Rj3 st dané body

Ay =[4,7,6], Ay =[0,3,1], As=1[5,5,7], A3 =][-6,—-9,—7
By =[1,-2,0], By =[3,7,7, B>=1[0,1,3], B;s=[5,31,27).

Zistite, i existuje afinné zobrazenie o : R3 — Rj3 tak, ze ad; = B;,1 =0,1,2,3. Ak « existuje, vypocitajte
jeho maticu.

174 V R3 su dané bOdy AO = [—4, 1, 7], Al = [0,0, 1], A2 = [1,0, 7], A?, = [—11,3725], BQ = [1,2, 7], Bl = BQ =
3,0, 7]. Vypotitajte obraz bodu Az v afinnom zobrazeni a , ked ad; = B;,i = 0,1, 2. Zistite, ¢i existuje
vzor bodu By = [—3,4,7]. Zvolte taky bod Bs, aby mnozina vsetkych jeho vzorov bola nekonecén4.

17.5 V Ej je dand kocka ABCDEFGH a stred S uhlopriecky AC. Nech afinné zobrazenie « : E3 — Ej zobrazi
E—F— (C,H— A, B~ E. Vo volnom rovnobeznom premietani zostrojte «.S.

18 Priame a nepriame afinity
Ked E,G, H su orientované bézy priestoru R, a« je afinita na R,,, potom

G 1 H <= detG¥.det H? > 0 <= det oF.det GF.det o™ F . det HE > 0,

odkial podla (15.10)
G 1 H <= det(a®PGF). det(a*FHF) > 0,
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—

¢ize kazdy automorfizmus vektorového priestoru R, zobrazi dve rovnako orientované béazy priestoru R, na
rovnako orientované bazy tohto priestoru. To znamend, ze bud meni orientaciu kazdej usporiadanej bazy priestoru

R,, alebo nemenf orientdciu ziadnej bazy tohto priestoru. Ak usporiadany simplex S’ = (Ay,..., Al) je obraz
usporiadaného simplexu S = (Ay, ..., A,) v afinite o, tak simplexy S, S’ sii rovnako orientované prave vtedy, ked
usporiadané bazy (AL A}, ..., ALA! ), (A,A1, ..., AsAy) si rovnako orientované a tie st zasa rovnako orientované

prave vtedy, ked determinant zobrazenia a# (t.j. determinant afinity ) je kladny. Z toho vyplyva

Lema 18.1 Kazdd afinita zobrazi dva rovnako (resp. merovnako) orientované simplexy na rovnako (resp. mne-
rovnako) orientované simplexy.

Definicia 18.2 Afinitu « na R, ktord nemeni (resp. meni) orientdciu priestoru R, nazgvame priama alebo
sihlasnd (resp. nepriama alebo nesihlasnd).

Daosledok 18.3 Afinita je priama prdve vtedy, ked jej stopa je priamy automorfizmus. Afinita je priama prdve
vtedy, ked jej determinant je kladny.

Veta 18.4 Vsetky priame afinity na R, tvoria grupu.

Dékaz. Ak afinity a, 3 sii priame, potom ich determinanty st kladné. Kedze det(ao ) = det a.det  a det aw > 0,
det 3 > 0, tak oo (3 je priama afinita. Podobne det(a 1) = (det a)~! preto aj a~! je priama afinita.

Dékaz nasledujicej vety prenechdvame Eitatelovi.

Veta 18.5 Sucin dvoch nepriamych afinit je priama afinita. Sucin priamej a nepriamej afinity je mepriama
afinita. Sucin pdrneho poctu nepriamych afinit je priama afinita.

Cvicenie

18.1 Afinné zobrazenie « : E5 — Fs je dané maticou
t+1 5 t
-1 t+7 2 )°
Urcte t tak, aby (i) « nebola afinitou, (i) « bola afinita, (iii) o bola nepriama afinita.

18.2 V Es je dany AABC. Dokéazte, ze afinita «, ktord zobrazi A — B, B — C, C — A je priama afinita a
afinita 3, ktord zobrazi A — B+ A,C — C je nepriama.

18.3 Nech afinita « zobrazi body simplexu S = (Ao, A41,...,4,), v poradi, na simplex S =
(A1, Ao, Ao, As, ..., Ay,). Zistite, & « je priama afinita.
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NIEKTORE TYPY AFINNYCH ZOBRAZENI

19 Rovnobezné premietanie

Nech K, L si také podprlestory priestoru R,, , ze dim (K NL) =0 a dim K + dim L = n (t.j. Ka&L=R, ).
Pre kazdé X € R, je (X + L) N K jednoprvkové mnozina; skutoéne, kedze spojenie L + K zamerani prlestorov
X + L, K je R,, tak tieto priestory sa pretinaji (vid 2.7). Dalej K N L = & preto mnozina X + L N K ma

najviac jeden prvok. Teda ku kazdému X € F,, existuje prdve jeden bod X’ € R,,, ktory je prienikom priestorov
X+ L, K.

Definicia 19.1 Nech K je podpriestor priestoru R, a W podpriestor priestoru E,L tak, Ze Kew = E,L.
Zobrazenie
TR, —> Ry, X— X' =(X+W)NK

nazyvame rovnobezné premietanie do priestoru K. Afinng priestor K nazgvame priemetna a vektorovy priestor
W smer tohto premietania.

Veta 19.2 Kazdé rovnobeiné premietanie je afinné zobrazenie.

Dokaz. Nech 7 je rovnobezné premietanie do priemetne K so smerom W a nech €1, ..., €5 je bdza priestoru K a
€s+41s--.,En je baza priestoru W (v pripade, ze K je jeden bod, s = 0). Pretoze K @ W = R,, tak é1,...,¢&, je
baza priestoru E,. Nech O € K je lubovolny bod, E = (O, €,...,€,) je réper priestoru E,, Xg = [21,...,Zs],

X = X', Xy = [#],...,2;]. Pretoze X’ € K a K je stradny priestor, tak =, = ... = z;, = 0. Vektor
.
XX €W, W je zameranie suradného priestoru, preto «j —z; = ... =z, — z; = 0. To znamen4, ze stiradnice

bodov X, X’ st viazané rovnicami
/ / /
Ty = X1y, Ty = Ts, gy = 0,...,2;, =0,

takze 7ze vzhladom na Vetu 15.6, 7 je afinné zobrazenie; matica tejto ststavy je matica
1 0 0 0
0 1 0 0

) (19.1)

00 ... 0O

v ktorej prvych s prvkov na hlavnej diagondle je rovnych 1 a ostatné st nuly.

Lahko sa dokézu nasledujiice dve lemy.

Lema 19.3 Ak o : R, — R, je rovnobezné premietanie s priemetnou K a smerom W, tak dim K +dim W = n,
sab a = K, Ker o™ = W.

—

Lema 19.4 Ked a je afinnné zobrazenie, potom saba N Ker a# = 6.
Veta 19.5 Afinné zobrazenie o : R, — R,, je rovnobezné premietanie prdve vtedy, ked
dim saba + dim Ker o = n. (19.2)

Dokaz. = Ak « je rovnobezné premietanie s priemetiiou K a smerom W, tak dim K + dim W = n, odkial
podla Lemy 19.3 dostdvame (19.2). < Nech a : R,, — R, je afinné zobrazenie, pre ktoré plati (19.2). Oznaéme
K =saba, W = Ker g#. Pretoze K ® W = R,,, mozme definovat rovnobezné premictanie 7 s priemetiiou K a
smerom W; nech X je lubovolny bod a X’ = mX. Teraz staci dokdzat X’ = aX : zrejme X' = 71X = (X+W)NK,
preto XX’ € W = Kera#, odkial 0#* XX’ = 0, t.j. aXaX' = &, kedze aX' = X' (X' € K = saba), tak
aXX' =3, odkial X’ = oX.
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Priklad 19.6 Dokdzte, zZe zobrazenie 7 : E,, — E, dané sistavou rovnic

Ty = 33 —612+8
Ty = T1—2z2+4

je rovnobezné premietanie.

RieSenie. dim sabm zistime, ak maticu
3—-1 —6 8
1 -2-1 4
2 —6 8 2 -6 8
1 -3 4 0o 0 0 )°
dim sabm = 1 (sabr je priamka o rovnici 2; — 329 + 4 = 0), dim Ker 77 zistime, ak maticu

=1 3

upravime na trojuholnikovid maticu

upravime na trojuholnikovid maticu

dim Ker n#* =1 (Ker 7% = ((2,1))); dim sabw + dim Ker m# = 2, 7 je teda rovnobezné premietanie.

Rovnobezné premietanie F, — FE,, ktorého smer je totdlne kolmy na zameranie priemetne nazyvame kolmé
premietanie.

Rovnobezné premietanie z prikladu 19.6 nie je kolmé, (predpokladdme ortonormélny repér) pretoze smer W =
((2,1)) nie je kolmy na priemetiiu 21 — 3z3 +4 = 0.

Rovnobezné premietanie je afinné zobrazenie, preto daliie vlastnosti rovnobezného premietania mozno najst
v ¢lankoch 15 - 18.

Cvicenie
19.1 V Ej5 st dané body a vektory A[1,-1,0], B[7,2,8], C[2,0,8], D[-4,9,20] @(2,1,5), g(—1,0,3), (2,0, 1). Nech

7 : B3 — Ej3 je rovnobezné premietanie s premietiiou N = A + (d@,b) a smerom W = (7). Dokdzte, ze
priamky AB, CD si mimobezné, a ze ich priemety mAB, #C D si rovnobezné priamky.

19.2 Dany je bod A a rovnobezné premietanie 7 ako v cviéeni 1. Uréte taky bod G € Fs, aby 7(G) = A. Co je
priemetom priamky AG ?

19.3 NapiSte rovnice premietania 7 z predoslého cvicenia 1 v repére E = (A;d, b, ¥) a potom v repére, v ktorom
su udané vsetky sdradnice z cvic¢enia 1.

19.4 Napiste rovnice premietania 7 z predoslého cvi¢enia 1 v repére F' = (A; ¥, d, l;)

19.5 Nech 7 : R,, — R, je rovnobezné premietanie s priemetiiou N a smerom W a nech L CC R,,. Dokéazte, ze
(i) LW = NnNL=0alebo dimn(L)=dim(NNL)
(ii) L cW = =(L) je bod.
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20 Perspektivna afinita

Nech « : R, — R, je afinita a nech A, = aA,,..., 4,1 = aA,_1, A, # A, = aA,. Potom kazdy bod
nadroviny N = A,,..., A,_1 je samodruzny bod afinity o a iné samodruzné body « nemd (ak by existoval
samodruzny bod S, neleziaci v nadrovine N, podla désledku 16.6 o by bola identita, ¢ize A, = Al ato odporuje
predpokladu). To znamend, Zze v kazdom priestore R,, n > 0, existuje afinita, ktorej vsetky samodruzné body
tvoria nadrovinu (a to dokonca vopred zvolent). Také afinity hrajd vyznamnu tlohu v afinnej grupe.

Definicia 20.1 Afinitu priestoru R,, n > 0, ktorej mnoZina vSetkych samodruingch bodov je nadrovina
nazgvame perspektivna afinita (alebo nadrovinovd afinita) priestoru R,; mnoZinu vetkych samodruznych bo-
dov perspektivnej afinity nazgvame os tejto afinity.

Dosledok 20.2 Kazdd afinita na R, ktord md aspor n-afinne nezdvislych bodov samodruznijch je perspektivna
afinita alebo identita.

Z vety 17.1 vyplyva, ze perspektivna afinita je jednozna¢ne urcena osou a parom nesamodruznych odpovedajicich
si bodov (t.j. bodom a jeho obrazom).

Ak « je afinné zobrazenie a P # P, priamku PaP nazyvame afinitnd priamka (zobrazenia ).
Veta 20.3 Vsetky afinitné priamky perspektivnej afinity su navzdjom rovnobezné a kazZdd z nich je samodruznd.

Doékaz. Nech ~ je perspektivna afinita uréend osou N a pirom bodov A, A’ = vA a nech P € N. Pretoze

N @ (PA) = R,,, pre lubovolny bod X € R, existuje prave jeden vektor & € N a jediné redlne &islo r tak, ze
X = P+0+rPA, odkial X' = uX = u(P+v+rPA) = P+i+rPA’ takie XX' = X'—X = r(PA'—PA) = rAA’
a to znamend, ze vSetky afinitné priamky s navzdjom rovnobezné. Ak XX’ je afinitnd priamka, je nou aj jej
obraz, priamka X’'vX’; obe priamky si navzdjom rovnobezné (podla predoslej casti dokazu) a prechadzaju
bodom X', preto su totozné.

Definicia 20.4 MnoZinu vsetkych afinitngch priamok perspektivnej afinity nazgvame smer tejto afinity.

Veta 20.5 Priamka a jej obraz v perspektivnej afinite si bud rovnobezné (a vtedy si rovnobeiné s osou alebo
smerom afinity) alebo réznobezné (vtedy sa pretinaji na osi tejto afinity).

Dokaz. Nech priamka L je rovnobezna s osou N afinity 7y; potom
L=CH+(@),ae N, vL =~C + (y*@) = 4C + (@)
ateda L || vL. Ak L N, LN N = {Q} a zrejme Q € vL.

Ked v je perspektivna afinita na R, s osou N, A, € N a vA, = Al potom afinitnd priamka A,, A/, uddva smer
tejto afinity. Body A, # Al si lubovolné, preto st dve moznosti, bud A, A! pretina N alebo nepretina N.

Definicia 20.6 Perspektivnu afinitu, ktorej nejakd afinitnd priamka pretina jej os (resp. nepretina) nazgvame
homolégia (resp. eldcia).

Nech AA’, PP’ st rozne afinitné priamky homolégie v s osou N a nech AA’ N N = Ay, PP’ N
N = Py. Ak AP| N, tak aj A’P’ || N a podla Vety 20.5 AP || A’P’ preto podla Désledku 5.7
(YPPPy) = (yAAAy). V pripade, ze S = AP NN (vid obrazok) plati tiez A/P’N N = S, takze podla Vety
5.8 opit (YPPPy) = (yAAAy). To znamena, ze plati
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S P’ A

Veta 20.7 Ku kazdej homolégii v s osou N existuje skaldr k tak, Ze pre kazdy bod X & N, jeho obraz vX a
priesecnik XyX NN = Xy plati

(VXXXy) = k.

Skaldr k nazgvame charakteristika homoldgie v. Homoldgiu s osou N, charakteristikou k a smerom s budeme
oznacovat [N, k, s].

Veta 20.8 Determinant homoldgie sa round jej charakteristike, determinant lubovolnej eldcie je 1.
Dokaz. Nech 7 je perspektivna afinita s osou N, €1,...,€,_1 je baza priestoru ]\7, OeN,A¢ N, A =~A,

OA = ¢, anech E = (0,¢é,...,é,) je repér. Zrejme y#¢&; = &; pre vietky i = 1,2,...,n—1. Ak ~ je homolégia,
tak y#¢€, = ké, a ak v je elacia, tak y#¢,, = €, + @, @ € N. Matice y# v repére E st

10 ... 0 0 10 ... 0 a
01 ... 0 O 01 ... 0 a
0 0 1 0 0 0 ... 1 ap
0 0 0 k 00 ... 01

ich determinanty sd k resp. 1.
Uloha 20.9 Dokdzte, Ze inverzné zobrazenie k perspektivnej afinite je perspektivna afinita.

Veta 20.10 Nech « je afinita na R,, n > 0. Existuje nie viac ako n+ 1 perspektivnych afinit na R, tak, Ze ich
sucin je o.

Dékaz. Ked « je identita, potom a = vyvy pre kazdi homoldgiu vy s charakteristikou -1. Predpokladajme, 7e
a nie je identita; potom existuje také A, ze aA = A" # A . Ozna¢me saba = L; zrejme A ¢ L, preto existuje
nadrovina N, ktord inciduje s L a neinciduje s A i A’ (via lemu 4.6). Nech vy je perspektivna afinita, ktord
zobrazi A+ A’. Pretoze L C N, afinita 1/;,101 = q, zobrazi L na L a A~ A, preto AUL C saba,. A ¢ L
implikuje dim L < dim AU L ¢ize plati dim saba < dim saba, a a = vya,. Tento postup zopakujeme pre «,,
atd. Je zrejmé, ze po koneénom pocte krokov (nie véésom ako n), oy bude perspektivna afinita.

Désledok 20.11 MnoZina vsetkych perspektivnych afinit na R,, n > 0, generuje afinnd grupu priestoru R, .
Priklad 20.12 Nech N = [dy dy ...dn+1] je nadrovina priestoru Ry, a Alay az ...an], A'lay ay ... ay] siirézne
body neleziace v N. Dokdzte, Ze ked
F(A) =diay + - +dpan + dn+1

a A;j je Kronekerovo delta, potom matica, ktorej v i-tom riadku a j-tom stl})ci je prvok

(a’i — ai)dj + A”F(A)

F(A)

je matica perspektivnej afinity y[N, A — A].

1=1,...,n; j=1,...,n+1
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Dokaz. Maticu najdeme takto: Matica pre sab~y musi mat hodnost 1, preto kazdy jej riadok musi byt nenulovy
ndsobok matice (dy dy ... dp41). Po aplikdcii suradnic bodov A, A’ dostaneme pozadované tvrdenie.
Cvicenie

20.1 Dokézte, Ze inverzné zobrazenie k homolégii V[N, k, s] je homoldgia v~ [N, k=1, s].

20.2 Nech v[N, k,s|, u[N, k1, t] st homoldgie s nerovnobeznymi smermi s, t. Dokazte, Ze vy je eldcia s osou N.
20.3 Dokézte, ze kazda elacia je suc¢in dvoch homologii.

20.4 Nech L je afinitnd priamka perspektivnej afinity. Dokdzte, ze ztizZenie v|L je translicia, ak v je eldcia a
rovnolahlost, ak v je homolégia.

20.5 Dokézte, ze homoldgia je involtcia prave vtedy, ked jej charakteristika je -1.

21 Podobné zobrazenia

Mongeova grupa

Veta 21.1 Ak stopa aﬁmty ¢ : E,—E, je skaldrne ndsobenie skaldrom k # 0, t.j. ak i = k.i pre vSetky
U € En, tak ¢ je rovnolahlost alebo translicia. Ak k = 1 tak ¢ je translicia, ok k # 1 ¢ je rovnolahlost
(neidentickd) s charakteristikou k.

Dékaz. Ked k = 1, potom )8/ = W odkial aj X?X = Y;Y pre vsetky X,Y € E, a to znamend, ze ¢
je transldcia (o vektor X?X) Nech k& # 1; potom ¢ nie Je identita a preto ex1stuJe A tak, ze A" = pA 75 A.
Je zrejmé, ze existuje bod S tak, ze (A’AS) =k, t.j. SA’ — kSA. Pretoze kSA — ga#SA = gaSgaA = S’A/
(kde S" = ¢S), tak bﬁ’ = 574’, odkial mame S = §’, ¢ze S je samodruzny bod zobrazenia ¢. Ak X € E,, je
Iubovolny bod a X’ = ¢X, tak S}’ = 57(’ = ap#ﬁ = kS’g)’(, t.j. X =S5+ kﬁ, ¢ je teda rovnolahlost.

Veta 21.2 (Mongeova) Sucin dvoch rovnolahlosti priestoru Ey,, n > 0, je rovnolahlost alebo transldcia; transldcia
vtedy, ked siucin charakteristik dangjch rovnolahlosti je 1, v ostatnijch pripadoch je to rovnolahlost (nerovnajica
sa identite), ktorej charakteristika sa round sucinu charakteristik dangch rovnolahlosti.

Dokaz. Nech ¢ ;2 st dve rovnolahlosti s charakteristikami k, h. Potom

(o )#(7) = (¢% 0 ™)7 = ¥ (7 0) = k(h.0) = kh.¥
t.j. stopa zobrazenia o) je skaldrne nasobenie. Ostatna ¢ast dokazu vyplyva z Vety 21.1.
Analogicky sa dokaze

Veta 21.3 Sicin neidentickej rovnolahlosti a transldcie priestoru E, je rovnolahlost s tou istou charakteristikou.

Dékaz nasledujiicej vety prenechavame ¢itatelovi.
Veta 21.4 Ak p[S; k] je rovnolahlost, tak p~' je rovnolahlost so stredom S a charakteristikou k1.

Inverzné zobrazenie k rovnolahlosti resp. translécii je rovnolahlost resp. transldcia; to spolu s Vetou 21.2 dokazuje
nasledujicu vetu.

Veta 21.5 V3setky rovnolahlosti a transldcie priestoru E,, tvoria grupu (nazgvame ju Mongeova grupa). Grupa
vsetkych transldcii a grupa vsetkych rovnolahlosti s tym istym stredom si komutativne podgrupy Mongeovej grupy.
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Ekviformna grupa

Nech p[S, k] je rovnolahlost na E,, pX = X', pY = Y’. Potom kXY = X'Y’, odkial |k||XY|=|X"Y’| pre
vietky X, Y.

Tym je motivovana

Definicia 21.6 Zobrazenie ¢ : E,—E, nazjvame podobné zobrazenie (alebo podobnost) na E,, ak evistuje
kladné redlne cislo k tak, Ze pre vsetky X,Y € E,

lpX Y| = k| XY (21.1)

Cislo k nazjvame koeficient podobnosti . Podobnost s koeficientom, ktory nie je 1, nazjvame vlastna podob-
nost. Podobnost s koeficientom 1 nazijvame zhodnost alebo nevlastns podobnost.

Rovnost (21.1) ukazuje na geometricky vyznam koeficienta podobnosti: Vzdialenost Iubovolnych dvoch bodov
sa meni na jej k-nasobok.

Veta 21.7 Kazdd podobnost na E,, je afinita.

Dékaz. Nech ¢ je podobnost na E,, s koeficientom podobnosti k, (ABC) = d, a nech pA = A’, ¢B = B', oC =
C'. Staéi dokézat, ze (A’B'C') = d. Body A, B,C, st podla predpokladu kolinedrne a po dvoch rozne, preto
|AB| # 0. Kedze k|AB| = |A’B’|, tak aj |A’B’| # 0. To znamend. Ze ¢ je injekcia a tak A’, B’,C’ si po
dvoch rézne body. Bez ujmy na vieobecnosti predpokladajme, ze d < 0. Potom |AB| 4 |BC| = |AC|, odkial
k|AB| + k|BC| = k|AC| a tiez |A'B'| + |B'C'| = |A'C’|, takze (A’'B'C") < 0. Preto

AT KAC| _|AC| _

A'B'C") = =- =— =
( ) |B'C| k|BC| |BC|

(ABC).

Lahko sa dokézu nasledujice tri vety.

Veta 21.8 Sicin lubovolngch dvoch podobnosti na E, je podobnost na E,. Koeficient sicinu dvoch podobnosti
je sucin koeficientov tyjchto podobnosti. Inverzné zobrazenie k podobnosti s koeficientom k je podobnost s koefici-
entom k=1,

Veta 21.9 Mnozina vsetkiyjch podobnosti na E,, (s operdciou skladania zobrazeni) je grupa (ktori budeme nazijvat
ekviformnd grupa priestoru Ey,).

Veta 21.10 Kazdd rovnolahlost je podobnost. Rovnolahlost s charakteristikou k je podobnost s koeficientom |k|.
Inverzné zobrazenie k rovnolahlosti s charakteristikou k je rovnolahlost s tym istym stredom a charakteristikou
kL.

Nech ¢ je podobnost na E,, s koeficientom k a p je rovnolahlost na E, s charakteristikou k. Podla Vety 21.8
pop=E&, (resp. po = &) je zhodnost, odkial ¢ = €0 p~! (resp. ¢ = p~ ! 0&). Tym je dokdzand nasledujica
Veta 21.11 Kazdd podobnost je sicinom nejakej rovnolahlosti a zhodnosti (a tiez zhodnosti a rovnolahlosti).

Této veta hovori, Ze mnozina, do ktorej patria vietky rovnolahlosti a zhodnosti priestoru E,, generuje ekviformni
grupu priestoru F,.

Uréenost podobnych zobrazeni

Lema 21.12 Nech d, 5,5', d sii také vektory, Ze

= = -, -

@ = k|, |b|=k|d] a |@+b=k|lc+d alebo |d—b|=Fkc—d|

—

potom @.b = k2(Z.d).
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—

Dékaz. @.b= L((@+b)> — a2 —b%) = L(@a+b])? —|a? - |b]?) = (k2|2 + d]> — k?|d? — k?|d]?) = k*Cd. Ked v
predoslej ¢asti dokazu miesto b resp. d piseme -b resp. cf dostaneme druhu ¢ast tvrdenia tejto pomocnej vety.

Nasledujtice tri vety ukazuji ako mozno jednoznaéne uréit podobnost.

Veta 21.13 (o urcenosti podobnosti) Nech Ay, A1,..., A, je simplex a By, B1,...,B, si také body priestoru
E,, Ze existuje redlne c¢islo k tak, Ze

‘BlBJ| :k|A1AJ| Z,j:(),].,,TL
Potom ezistuje prdve jedna podobnost na E,, ktord zobrazi A; do B; pre vietky i =0,1,...,n.

Dékaz. Podla Vety 17.2 ex1stuJe jediné aﬁnne zobrazenie ¢ na E, tak, ze pA; = B; pre vietky 4. Staci dokazat,
7e ¢ je podobnost. Ozna¢me AOA = é;, BOB f: pre vsetky i € {1,...,n}. Potom zrejme

—

Fi K& = |Fil, |f; = Fil = |BiB;| = k| AiA;| = k|e; — &

a vzhladom na Lemu 21.12 f;fj = k26;¢;. Ked @ = u1€1 + ...+ unén, potom p#ii = u1ﬁ +...+ unﬁl takze

<

iy = (Luf) =Y v, =Y wukeas =k (Vwe) =i,
odkial |p#i| = k|

Veta 21.14 (o uréenosti podobnosti) Nech E = (0,81,...,€,), F = (Q,ﬁ, A f_;L) st také dva ortogondlne
repéry priestoru En, ze kl|&;| = |f | previetkyi = 1,...,n. Existuje jedind podobnost ¢ : E, — E, tak, Ze
00 =Q, p*é; = fl, pre vetkyi=1,...,n

Dékaz. Oznacme O = Ay, O+¢; = A;, Q = By, Q + f; = B; pre vsetky i < n. Hladana podobnost ¢
musi vyhovovat podmienkam pA; = B; pre kazdé i € {0,1,...,n}. Kedze ANA;AgA;, AB;ByB; st pravouhlé,
pouzitim Pytagorovej vety mame

|BiBj|* = | BiBo|? + |BoBj|* = (k|A; Ao|)* + (k[ AgAj])* = k> (|4 Ao | + [A0A;]%) = K[ A; A%,
odkial |B;B;| = k|A;A;|, pre vietky 4, j a tak mozno aplikovaf predosli vetu.
Veta 21.15 (o uréenosti podobnosti) Ked AgAy ... A,, ByB;...B, si dva pravouhlé rovnoramenné simplexy s

odvesnami AgA;, BoB; pre vietky i, potom existuje prdve jedna podobnost ¢ na E, tak, e 0A; = B; pre vsetky
1=0,1,...,n

Dékaz. Z predpokladov vety vyplyva, ze existuje k tak, ze k|AoA;| = |BoB;| pre vietky ¢ a tak st splnené
predpoklady predoslej vety.

Invarianty podobnych zobrazeni

Kedze kazd4 podobnost je afinita, tak z prislusnych viet o vlastnostiach afinit vyplyva, ze deliaci pomer, vlastnost
byt podpriestorom priestoru E,,, dimenzia priestoru, rovnobeznost si invarianty kazdej podobnosti. Ukézeme,
ze podobnosti maju este dalsie dolezité invarianty, medzi ktoré nepatri dlzka tisecky.

Ked ¢ je podobnost s koeficientom k, priamo z Lemy 21.12 vyplyva, ze pre lubovolné vektory @, be E_"n plati

-

ot i b = k2(a.b) (21.2)

Veta 21.16 Uhol nenulovyjch vektorov, kolmost podpriestorov euklidovského priestoru si invarianty kaZdej po-
dobnosti.
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Dékaz. Nech ¢ je podobnost s koeficientom k. Podla (21.2)

gFa.p*b  kab ab .
p#allp*ol  [kallkb] |a][b]

0s < @b.

cos < i b =

Podobnosti st teda také afinity, ktoré nemenia velkost uhlov. Plati aj obratena

Veta 21.17 Ked ¢ je afinita na E,, n > 1, ktorej invariantom je velkost uhlov, potom ¢ je podobnost na E,,.

Dokaz. Nech E = (Ag, AoAz1, ..., AgA,) je ortonormélny repér. Prei # j ma trojuholnik AgA;A; velkosti uhlov
90°, 45°, 45°, preto i trojuholnik pAgpA;pA; ma uhly tychto velkosti, je to teda pravouhly rovnoramenny tro-

juholnik. To znamend, ze F' = (pAg, pAopAi, ..., pAopA,) je ortogondlny repér s rovnakymi dizkami vektorov.
Tym si splnené predpoklady Vety 21.15, ¢ je teda podobnost.

Veta 21.18 Kazdd vlastnd podobnost md prdve jeden samodruzng bod.

Dokaz. Nech ¢ : E,—F, je vlastnd podobnost s koeficientom r a nech |sab¢| # 1. Potom determinant matice
©#E _1F je 0, preto existuje netrividlne riesenie homogénnej sistavy linedrnych rovnic s parametrom k, ktorej
matica je #F — k.17, pre k=1. To znamen4, 7e existuje taky vlastny vektor @, ze p#u = k.@ = 1.1, odkial
|| = |ii| a preto r = 1, &ize ¢ je nevlastnd podobnost, ¢o je spor s predpokladom.

Matice a determinanty podobnosti

Veta 21.19 Nech E je ortonormadlny repér priestoru Ey, n >0 a nech ¢ je afinita na E,. ¢ je podobnost prdve
vtedy, ked existuje k > 0 tak, Ze
(T p#E = 215, (21.3)

(kde 1F je jednotkovd matica,).

Dékaz. Predpokladajme, ze E = (O, é1,...,¢e,) , F = (Q7fi, .. ,ﬁ;) , pricom ¥ ¢é; = f; pre véetky i =1,...,n
a

fll fln P
oF = : (21.4)
fnl fnn Pn
Potom ; ;
11 - 1in . .
oHE — 1775
fnl fnn

. S E .
(poslednd matica je blokovéd, zlozend zo stlpcov f, ). Priamym vypoctom sa lahko overi, ze
(*5)7 " = gF

je gramova matica bazy F. Nech ¢ je podobnost. Podla (21.2) f;f; = k?€;.€; a to je (vzhladom nato, ze €;.€;
je 1 alebo 0) k2, ked i = j a nula, ked i # j, preto plati 21.3. Obratene, ak gF = k2.17 tak F je ortogonilna
stistava vektorov rovnakej dlzky. Tym s splnené predpoklady Vety 21.15, preto ¢ je podobnost.

Veta 21.20 Determinant kazZdej podobnosti ¢ : E,—E,, n > 0, s koeficientom k je £k".
Dokaz. 7 21.3 vyplyva
(det o7 E)2 = det(e" )T det (o7F) = det(k*.17) = k*",

odkial odmocnenim dostdvame pozadované tvrdenie.
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Predpokladajme, ze p[S, k| je rovnolahlost na E,, ktora nie je identita, E = (O, &,,...,&,) je repér priestoru E,,,

Sg =1[s1,--,8n], Xg=[x1,...,2,], pX = X, VX}E = [2'1,...,2",]. Ked rovnicu X’ = S + kSX rozpiseme
do stiradnic, dostaneme ) = s; + k(x; — s;), odkial

kax;+(1—k)s; prei=1,2,...,n
= ka;+b;, bj=(01-k)s; prei=1,2,...,n;

tieto rovnice st rovnice rovnolahlosti p (v repére E). Matica tohto zobrazenia ( v repére E) je

kO ... 0 b
0 k ... 0 b

, (21.5)
0 0 k by

Tym je dokazana

Veta 21.21 Nech n > 0 je prirodzené éislo a nech k # 0,by1,...,by,, su také redlne ¢isla, Ze k = 1 implikuje
by = ... =b, =0. Potom kazdd matica tvaru (21.5) je maticou homotetie na E,, s charakteristikou k a obrdtene,
kazdd homotetia na E, s charakteristikou k md maticu tvaru (21.5).

Désledok 21.22 Determinant rovnolahlosti E, — E, s charakteristikou k je k™.

Kazda rovnolahlost s kladnou charakteristikou je priama podobnost, kazd4 rovnolahlost na E,,, n-parne, je priama
podobnost a kazda rovnolahlost so zdpornou charakteristikou definovans na priestore s neparnou dimenziou je
nepriama podobnost. To §pecidlne znamend, 7ze kazda rovnolahlost na rovine je priama.

Cvicenie
21.1 Dokézte, ze grupa vdetkych rovnolahlosti (na R,) s tym istym stredom je izomorfnd s multiplikativnou

grupou pola realnych ¢isel.

21.2 Zobrazenie 0 : R,—R,,n > 1, ktoré zobrazi kazdd priamku priestoru E,, na priamku s niou rovnobeznu
nazyvame dilatdcia na F,. Dokéazte, ze kazd4 dilatécia je bud translacia alebo homotetia; ked § je dilatécia,
potom

(i) ¢ je identita, ak § ma aspori dva rozne body samodruzné,
(ii) 4 je rovnolahlost, ak 6 ma prave jeden samodruzny bod,
(iii) 4 je neidentickd translacia, ak § neméd ziadny samodruzny bod.

21.3 Dokéazte, ze kazdy samodruzny podpriestor podobnosti ¢ : E,—F,, ktord mé prave jeden samodruzny
bod, prechadza tymto samodruznym bodom.

22 Zhodné zobrazenia

Vseobecne o zhodnych zobrazeniach

Je zrejmé, ze kazdé podobné zobrazenie { : E,—FE, s koeficientom k = 1 je zhodné zobrazenie. Zhodné
zobrazenia teda patria medzi podobné zobrazenia, preto z niektorych viet o podobnych zobrazeniach dostaneme
vety o zhodnych zobrazeniach, ak v nich polozime k = 1 (k je koeficient podobnosti). Zhodné zobrazenie
nazyvame tiez izometria. Zhodné zobrazenia nemenia vzdialenost bodov, vzdialenost je teda invariant zhodného
zobrazenia.

Veta 22.1 (o urcenosti zhodnosti) Nech Ao, ..., A, je simplex a By, ..., B, je takd sistava bodov priestoru E,,
ze |AiAj| = |B;Bj| i,j = 0,1,...,n. Ezistuje prdve jedna zhodnost & : E,—E, tak, e

Bz:é.Az i:(),l,...,n.
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Veta 22.2 (o urcenosti zhodnosti) Nech E = (O,é1,...,€,), F = (Q,ﬁ, cee f:L) s dva ortonormdlne repéry
priestoru E,,. Ezistuje prdve jedna zhodnost &: E,—E, tak, 7e Q = €O, f, =¢&%e;, i=1,2,....,n

Veta 22.3 Skaldrny sicin, uhol vektorov, kolmost vektorov su invarianty kazdej zhodnosti.
Veta 22.4 Nech E je ortonormdlny repér priestoru Ey, n > 0 a nech § : E,—E, je afinita. Potom ¢ je zhodnost
prdve vtedy, ked
(E#F)T 647 =17
(t.J. gramova matica obrazu bdzy E v ortonormdinom repére) je jednotkovd matica.
Veta 22.5 Determinant kaZdej zhodnosti je £1.

Veta 22.6 Vsetky zhodnosti na E,, (s operdciou skladania) tvoria grupu (budeme ju nazjvat euklidovskd grupa
priestoru Ey,), ktord je podgrupou afinnej grupy i ekviformnej grupy priestoru E,.

Stimernost podla podpriestoru

Deﬁnicia 22.7 Nech L je podpriestor priestoru E,,. Zobrazenie o, : E,—E,, X — X' nazjvame simernost
podla podpriestoru L, ak ortogondiny priemet bodu X do L je stred dvojice X, X'. Ak L je bod, o mazjvame
stredové simernost, ak L je priamka, oy, je osové stimernost.

Dosledok 22.8 Ked oy, je simernost podla podpriestoru L, potom mnoZina vietkyjch samodruzngch bodov tejto
sumernosti je L.

Veta 22.9 Kazdd sumernost podia podpriestoru je involutdrna zhodnost a obrdtene, kazdd involutérna zhodnost
je siumernost podla podpriestoru.

Dokaz. Nech o7 : E,—FE, je siumernost podia podpriestoru L, A, B su lubovolné body v E,, Ap, By ich
ortogondlne priemety do L a nech o0, A = A’, 0, B = B’. Potom

—2 — —_— —_—
|AB]> = AB —(AAL+ALBL+BLB)2—
2 - 2
= AAL+ALBL +BLB +2(AALALBL+AALBLB+ALBLBLB)
2 2 2

— AA, + AB; +BLB +2AA;.B.B.

Podobne

2 52 2 2
AB" = AA, + ALB, +B.B +24'A,.BLB.

7 tychto rovnosti pouzitim

|AAp| = |A'Ay|, |BBL|=|B'By|, A'A,.BLB' = (—AAL)(~BLB)=AA,.B.B
dostédvame
ABP = [AB'? tj. |AB|=|A'B|

a to znamend, ze oy, je zhodnost. Druhd cast tejto implikdcie (t.j. £* = 1) je zrejma.
Dékaz obrétenej vety. Nech o je involutérna zhodnost, L = sabo, X Iubovolny bod, 6 X = X’ a nech
S=X-+ X' Potom oS =S5 atedaSeL. Ak dimL =0, tak zrejme o = or; ak dim L > 0 zvolme Iubovolny

bod Ae L, A#S. Ked X ¢ L, potom |9 XSA| = |9 X'SA|; sticet tychto velkosti je m, preto XX’ L SA pre
vietky A € L, teda XX’ 1 L.



22

Stmernost podla nadroviny

Veta 22.10 Zhodnost € : E,—E,, je siumernost podla nadroviny N prdve vtedy, ked N je mnozina vietkijch jej
samodruzniych bodov.

Dokaz. =: Tvrdenie vyplyva z Dosledku 22.8. <: Nech ¢ je zhodnost a nech nadrovina N je mnozina vSetkych
jej samodruznych bodov. Nech X ¢ N, Xy je pravouhly priemet bodu X do N. Pretoze kazdy samodruzny bod
zobrazenia ¢ lezi v N, tak X # X’ = £X. Invariantom zhodnosti je kolmost, preto obraz X’ Xy priamky X Xy
je tiez kolmy na N. To znamend, ze X' Xy = X Xy, ¢ize body X', X, Xy lezia na jednej priamke (kolmej na
N). Pretoze aj vzdialenost bodov je invariant zhodnosti, tak | X' Xy | = |X X x|, ¢ize Xy je stred dvojice X', X,
¢o znamend, 7e & je simernost podla nadroviny N.

Désledok 22.11 AIE: € je takd zhodnost, ze kazdy bod nadroviny N je jej samodruzng bod, potom & je bud identita
alebo stimernost podla nadroviny.

Veta 22.12 Nech A # A’ si lubovolné body priestoru E,,. Ezistuje prdve jedna simernost on podla nadroviny
N tak, Ze oA = A'.

—

Dokaz. Nadrovina N musi prechddzat stredom dvojice X, X’ kolmo na AA’; takd nadrovina existuje préve jedna.

Ak V[N, —1, s] je homoldgia so smerom s kolmym na nadrovinu N a vX = X', tak XX’ L NaXX NN=Xy
je ortogondlny priemet bodu X do N. Ak X ¢ N, tak podla Vety 20.7 (X'XXy) = —1, ¢ize Xy je stred
dvojice X, X’. Preto plati

Veta 22.13 Kazdd homoldgia so smerom kolmgm na os N a charakteristikou —1 je sumernost podia nadroviny
N a obrdtene.

7 Vety 20.8 vyplyva

Doésledok 22.14 Kazdd simernost podla nadroviny je nepriama zhodnost.

7 definicie perspektivnej afinity a z Vety 22.10 vyplyva

Dosledok 22.15 Kazdd perspektivna afinita, ktord je zhodnost je sumernost podla nadroviny.

Podobne ako Veta 20.10, dokéze sa

Veta 22.16 Nech & je zhodnost na E,,, n > 0. Ezistuje nie viac ako n + 1 sumernosti podla nadrovin priestoru
E, tak, Ze ich sucin je &.

Priamy dosledok tejto Vety je

Veta 22.17 Mnozina vietkyjch simernosti podla nadrovin priestoru E, generuje euklidovski grupu priestoru
E,.

Veta 22.18 Sicin dvoch simernosti podla rovnobeznijch nadrovin priestoru E, je transldcia. Ked M I N
st nadroviny, A € M,B € N, AB L N, potom opjon = T BA" Obrdtene, kazdd transldcia je sucin dvoch

simernosti podla rovnobezngch nadrovin kolmych na vektor transldcie, z ktorijch jedna je lubovolnd a druhd je
uréend jednoznacne.

Dokaz. Nech E je taky ortonormélny repér so zaciatkom A, Ze rovnice nadrovin M, N su v poradi z, = 0,

Zn =p. Nech X = [z1,...,2y_1,2,] je lubovolny bod. Je zrejmé, Ze jeho obraz X’ v sticine o0y mé stradnice
—

[T1,... T 1,—2p + z,], takze X X' = (0,...,0,—2p) je konstantny vektor. Zvysok dokazu je evidentny.

Veta 22.19 Sicin troch simernosti podia nadrovin priestoru E,, patriacich nejakému zvizku, je simernosi podla
nadroviny, ktord patri do tohto zvazku.
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Dékaz. Nech nadroviny K, L, M patria zviizku nadrovin a nech £ = oxopoa. 1) Nech tento zvézok je nevlastny
a nech F je taky ortonormélny repér, ze rovnice nadrovin K, L, M s v poradi «,, = 0, x,, = p, z, = ¢q. Nech A =
[a1,...,an_1,0an] je lubovolny bod. Je zrejmé, ze jeho obraz A’ v sticine £ m4 siradnice [ay, ..., @n_1, 2(q—p)—an],
¢ize A’ je obraz bodu A v stimernosti podla nadroviny, ktorej rovnica je x, = ¢ — p. 2) Nech nadroviny K, L, M
patria vlastnému zvéizku, potom ich prienik je priestor (povedzme P), dimenzie n — 2. Kedze det & = —1, ¢ nie
je identita, preto existuje bod A tak, ze £(A) = A’ # A. Nech N je takd nadrovina, ze on(A’) = A. Potom
P C N, on&(A) = A a kazdy bod priestoru P je samodruzny bod stéinu on¢ a tak kazdy bod nadroviny P U A
je samodruzny bod st¢inu €. Tento stcin je preto identita (stimernost podia nadroviny to neméze byt lebo
detoné # —1) atak oy = ogoroa.

Grupa symetrii

Euklidovskd grupa ma mnoho podgrip, medzi najvyznamnejsie patria grupy symetrii. Hovorime, Ze zobrazenie
¢ : En—E, je symetria utvaru U (leziaceho v E,), ak & je zhodnost a £U = U; v tom pripade aj {~'U = U,
takze vzhladom na Lemu A.5 plati

Veta 22.20 Nech U je utvar priestoru E,. MnozZina vsetkych symetrii itvaru U je podgrupou euklidovskej grupy
priestoru Ey; nazjvame ju grupa symetrii dtvaru U.

Priklad 22.21 Ndjdite grupu symetrii obdlznika.

Riesenie. Nech S je stred obdlznika ABCD a nech ¢ . Fy—FE5 je symetria obdlznika ABCD . Ukézeme, ze
S =£8; zrejme (ACS) = —1 preto (EAECES) = —1 t.j. £S5 = A = EC. Pretoze

X,Y € ABCD A |XY|=|AC|={X,Y}={A,C} v {X,Y}={B,D},

tak {€A, £C} = {A,C} alebo {€A,£C} = {B,D}; to znamend, ze £S = A+ C = S alebo £&S=B+D =S5,
teda €S = S. A, B, S tvoria simplex roviny Es so vzdialenostami vrcholov [AB| = a, |AS| = |BS| = e. Preto
€A, ¢B, £S je simplex s tymi istymi vzdialenostami vrcholov. To znamend, Ze simplex (€A, EB,£S) = (EA,¢B, S)
je jeden z nasledujuicich simplexov: (A4, B,S), (B,A,S), (C,D,S), (D,C,S). Postupne tak dostaneme zobra-
zenia 1,0y, 0g, 04, kde p je os usecky AB a q je os tsecky BC.

Cvicenie
22.1 V E,, st dané dve roviny M, N. Dokézte, 7e existuje zhodnost ¢ : E,, — E,,, ktord zobraz{ M na N.

22.2 V E,, st dané dva podpriestory M, N. Dokézte, Ze existuje zhodnost ¢ : E,, — E,,, ktord zobrazi M do N
alebo N do M.
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AFINNE ZOBRAZENIA v E; E, E;

23 Afinity na priamke

Pod afinitou na priamke budeme rozumiet kazdd afinitu E; do E;. Podla (15.6), kazdu afinitu « na Fy repre-
zentuje rovnica

Ty = guz1 +pi, g1 # 0. (23.1)

T4to rovnica vsak podla vety 21.21 je rovnicou homotetie pre gi1 # 1 a rovnicou transldcie, pre g1 = 1. To
znamena, ze kazd4 afinita na F; je rovnolahlost alebo translécia.

Platia teda nasledujtice dve vety.

Veta 23.1 Kazdd afinita na E1 je bud rovnolahlosi alebo translicia. Kazdd afinita na Ey je podobnost.

Veta 23.2 Afinnd, ekviformnd a Mongeova grupa na Ey si totozné.

Kedze determinant zhodnosti je 41, rovnica 23.1 je rovnicou zhodnosti prave vtedy, ked fi; = £1 a preto plati
veta

Veta 23.3 Kazdd zhodnost na E; je bud stredovd simernost alebo transldcia.

Priamo z Vety 22.18 vyplyva

—

Priklad 23.4 Sucin dvoch stredovych siumernosti je transldcia o vektor 2BA.
Cvicenie
23.1 Nech (R, +,.) je pole redlnych ¢isel, G = {[a,b];a # 0, a,b € R}. Na mnozine G definujeme operdciu * :
[a,b] % [¢,d] = [ac, ad + V].
Dokézte, ze (G, *) je grupa izomorfnd s afinnou grupou na Fj.

23.2 Dand je rovnolahlost p:z’ =3z +1 a translicia 7 : 2’ = x — 3. Vypocitajte rovnice zobrazeni p~!, 771,

pr, Tpr~ Y, prp~t, 77. Vypocitajte siradnice stredov rovnolahlosti pr, 7p.
24 Afinity na rovine

V tomto éldnku vykondme klasifikdciu afinit definovanych na rovine. Rozhodujicu tlohu budd mat mnoziny
sab a - mnozina v8etkych samodruznych bodov a cosab« - mnozina vsetkych samodruznych smerov afinity a.

Nech F = (0, &1, &) je repér afinného priestoru Es a nech « : E;—Es je afinita dand maticou

aE=<Z s Jf) (24.1)

Je zrejmé, ze saba je mnozina vSetkych rieseni sustavy linearnych rovnic

T1 = axy+bryg+e ‘i
ro = cx1+dra+ f J-
(a—1)x; +bry = —e
cx; +(d—1)zs = —f. (24.2)
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cosab a je zase mnozina vsetkych netrividlnych vektorovych priestorov ((vi,v2)), kde (v1,v2) je rieSenie sustavy
linedrnych homogénnych rovnic s parametrom k # 0 (vlastné éislo)

(a — k)vy +bvg = 0
cvy +H(d—kjve = 0.

(24.3)

Ked a nemé ziadny samodruzny smer, potom ststava (24.3) nem4 rieenie pre vietky k # 0, to znamend, ze
determinant matice ststavy 24.3 je rozny od nuly aj pre k = 1 (t.j. determinant matice sustavy 24.2 je rozny od

nuly); z 24.2 vyplyva, ze |saba| = 1. Jedna z takych afinit je dand maticou

V dalsom predpokladajme, Ze existuje aspoii jeden samodruzny smer; nech je to smer (€1). Potom

5 ([ 250
O‘_<120)'
g_(a b e
0‘_<0df>

a saba zévisi od toho, ¢ determinant (a — 1)(d — 1) matice ststavy (24.2) (bez posledného stipca) je 0, t.j. ¢
a = 1 alebo d = 1. Ak by existoval este dalsi samodruzny smer, povedzme (€3) , potom b=0. Budeme preto

rozlisovat tieto moznosti:

S

O O T W N

Postupne preberieme vsetky

b#0

a#1
a#1,b#0
d+#1
d#1,b#0
a#1,d#1
a1, d#1,b#0

Q@ @ == Q o = e
QU AU R P
ST O T O T OO

tieto pripady.

10 e « je translacia;
1 of = ( 01 f ) ; kazdy smer je samodruzny;
saba = E5 alebo saba = ()
2 of = ( (1) i’ Jf ) b0
AL —
1k b (1-k) k=1
cosaba 01—k cosaba = (é7)
|cosabal =1
0 b e f=0= saba je priamka
sab« (0 0 f) bro+e=0
f#0= saba=1
w—k 0 k=a= (&) € cosaba
cosaba ( 01—k ) k=1= (&) € cosaba
|cosabal =2
a1 0 e f=0= saba je priamka
sab« ( 0 0 f) (a—1Dz1+e=0

f#0= saba=0




e = (01 ) a# 1 b#0
R b k=a= (€1) € cosaba
cosaba ( 0 1—k) k=1= ((b,1—a)) € cosaba
|cosaba| = 2
a1 b e f=0= saba je priamka
saba < 0 0 f> (a—1)z1 +bra+e=0
f#0= saba=10
5 of = <(1) 2 ;) d#1
11—k 0 k=1= (&) € cosaba
cosabar < 0 d—k:) k=d= (&) € cosaba
|cosabal =2
0 0 e e=0= saba je priamka
saba (0 d—1 f) (d=1za+f=0
e£0= saba=1{
6 of = (é 2 J‘i) d#1, b#0
- b k=1= (&) € cosaba
cosab a < 0 d—k‘) k=d= ((b,d—1)) € cosaba
|cosabal =2
0 b e fo=e(d—1)= saba je priamka
saba <0 d—1 f> (d—1)z2+f=0
fo#e(d—1)= saba=1
E a 0 e
7T « = 0 d f d#1, a#1
(iYa=d
a—k 0 k=a= kazdy smer je
cosab o ( 0 a—k ) samodruzny
|cosabal = oo
saba (a—é a—(l) ;) |sabal =1
(i) a#d
cosaba  : <a_]8 d—l(c)) |cosaba| = 2

saba  : <a1 0 6) |sabal =1
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8 of = (g 2 Jf) a#1,b#0, d#1

(i)a=d

cosaba  : ( @ _g a 72 ) |cosaba| =1
saba <a—(l) a—i) ;) |sabal =1

(i) a#d

cosabar < a—lg d—lg ) |cosaba| = 2
saba  : (a(l) d—i) ;) |sabal =1

Spolu je to 10 pripadov, ktoré si uvedené v tabulke:

[ sabo\ cosaba [ 0 [ 1] 2 [ vSetky |

0 X | X X

1 X | x|x X
priamka X | X

vietky X

Cvicenie

24.1 Nech « : Es—Fs je afinita dana maticou

E _ a b 0
a_<—ba0> b#0.

Dokézte, ze a mé prave jeden samodruzny bod a nema ziadnu samodruzni priamku.

24.2 Dang je priamka N : 3z 4+ 7y — 1 = 0 a body A[3,0], A’[—1,1]. Vypocitajte rovnice perspektivnej afinity
~, ktorej os je N a ktord zobrazi A do A’.

24.3 Urcte saba, cosaba, ak o : Fs— Fs je dand maticou
17 1 -1
—-19 -—12 2 )
25 Zhodnosti na rovine

Zhodnost ako stcin osovych simernosti

Stimernost podla nadroviny definovand na F, je simernost podla priamky, ¢ize osovd simernost. Z viet 22.9,
22.14 vyplyva, Ze osova stimernost na Fs je nepriama zhodnost, ktora je involiicia a Ze pre kazdé dva rozne body
A, A’ € F, existuje prave jedna osové stimernost, ktors zobrazi A do A’.

Podla 22.16 kazd4 zhodnost na rovine je siéin dvoch alebo troch osovych simernosti. Preto klasifikovat zhodnosti
na rovine znamena presetrit vietky mozné siciny dvoch alebo troch osovych stimernosti (pritom rozlisovat podla
vzdjomnej polohy osf).

Osovii stimernost s osou a budeme oznacovat o,, podobne oy je osovéd stimernost s osou b.
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Veta 25.1 Pre zhodné zobrazenia na FEo plati:
(i) sucin nepdrneho poctu osovych simernosti nie je identita
(ii) sticin pdrneho poétu osovych simernosti nie je osovd stimernost
(iii) zhodnost, ktord md aspon dva rézne samodruzné body je osovd simernost alebo identita.

(iv) nepriama zhodnost , ktord md aspori dva rézne body samodruiné je osovd simernost. Priama zhodnost,
ktord md aspon dva rozne body samodruzné je identita.

Dékaz.(i) Stcin neparneho poétu nepriamych afinit je nepriama afinita, nemoze to byt identita, pretoze t4 je
priama afinita. (ii) priamo vyplyva z (i). (iii) Vyplyva z désledku 22.11. (iv) priamo vyplyva z (iii).

Sicin dvoch osovych simernosti

Z Vety 22.19 priamo vyplyva

Veta 25.2 Sicin dvoch osovijch simernosti s rovnobeinymi osami je translicia. Ked allb, B € b, A € a a
AB 1 a, potom
opo, X = X +2AB.

Rovnost z predoslej vety mozno ”&tat” i zprava dolava. To dokazuje nasledujicu vetu.

Veta 25.3 Kazdd transldcia na Ey je sucin dvoch osovych sumernosti s rovnobezngymi osami kolmygmi na vektor
posunutia, z ktorych jedna je lubovolnd a druhd je uréend jednoznacne.

Nech priamky a, b sa pretinaji v bode S, potom S je jediny samodruzny bod zobrazenia o,0,; ak by totiz P bol
dalsf samodruzny bod, tak kazdy bod priamky PS by bol samodruzny, preto oy, = 1 (ako priama zhodnost,
ktord ma aspon dva roézne body samodruzné) ¢o implikuje a = b a to je spor s predpokladom. 0,0, nie je teda
transldcia ani osova stimernost (a ak a nie je kolmd na b, tak ani stredova stimernost).

Definicia 25.4 Zhodnost na E, ktord md prdve jeden samodruzni bod nazjvame neidentickd rotacia alebo
neidentické otd¢anie; samodruzny bod nazjvame stred rotacie. Zhodnost, ktord je bud identita alebo neidentické
otdcanie nazyvame roticia (alebo otdcanie).

Veta 25.5 Kazdd roticia na FEo je sucin dvoch osovijch sumernosti s totozZnymi alebo réznobeznymi osami
(prechddzajicimi stredom rotdcie, z ktorych jedna je lubovolnd) a obrdtene.

Dékaz. Nech p je rotécia so stredom O, a Iubovolnd priamka prechddzajica bodom O. Nech A # O, A € a a
pA = A'. Pretoze |OA'| = |pOpA| = |OA|, tak os b isecky AA’ prechddza bodom O. (vid obrazok). To znamens,
7e opp M4 aspoii dva rozne body (st to O, A) samodruzné, preto o,p = 1 alebo opp je osova stimernost s osou
a. Ked oq.p = 1, potom o, = p o viak odporuje faktu, ze rotécia nie je osova stimernost, preto o, o p = oy, Gize
P = 0q0p.

A’
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Veta 25.6 Sicin dvoch osovijch simernosti (na E2) s kolmymi osami je stredovd simernost so stredom v
priesecniku 0s7.

Dékaz. Predpokladajme, ze a L b, aNb = O. Zvolme ortonormélny repér E = (0, ¢1,é) tak, ze O + (€1) = a,

O + (&) = b. Potom
E __ 1 0 0 E _ -1 0 O
"a_(O—lo) "b_( 010)'

(0a0) = ( o )

Dosledok 25.7 Ak o,, 04 st 0sové sumernosti, a L b, tak o,0, = 0p04.
Plati i obratené tvrdenie
Veta 25.8 Ked dve rozne osové simernosti komutuji, potom ich osi si navzdjom kolmé.

Dékaz. Nech 0,0, = op0, a nech B € b, B ¢ a. Potom 0,0,B = 0,0,B, 0,B = 0,0,B, ¢o znamen4, ze 0,B je
samodruzny bod osovej simernosti oy, preto lezi na b. B, o, B s rézne body (lebo B ¢ a) a priamka a je ich os
sumernosti, je teda kolnad na priamku b.

Sucin troch osovych simernosti
7 Vety 22.19 vyplyva
Veta 25.9 Sicin troch osovijch simernosti, ktorijch osi patria zvazku priamok je osovd sumernost.

Veta 25.10 Nech v je smerovy vektor priamky a. Sicin § = 0,7y = T30, nemd Ziadny samodruzny bod a nie je

to osovd sumernost ani transldcia. & nazijvame posunuté zrkadlenie.

Dokaz. 0,7y = 04040, kde b, ¢ st rozne priamky kolmé na a, preto osové simernosti a, b resp. a,c komutuju,

takze pravi stranu poslednej rovnosti mozme upravit na tvar o,o.0, = T70a- Je zrejmé, ze £ zobrazi jednu
polrovinu s hranicou a na opaént polrovinu, preto samodruzny bod méze byt len na a, tam vsak samodruzny
bod neexistuje. Toto zobrazenie nem4 ziadny samodruzny bod, je to nepriama zhodnost preto to nie je osova
stimernost ani translicia.

Rovnost 0aTy = 0q0b0¢ 7 predoslého dokazu mozme pisat v tvare OaTy = 050c, kde S =anb, S ¢ c. Plat{ teda,

ze sucin stredovej a osovej sumernosti, ktorych stred a os neinciduju je posunuté zrkadlenie.

Veta 25.11 Sudcin troch osovyjch simernosti (na Es ), ktorych osi nepatria Ziadnemu zvazku priamok je posunuté
zrkadlenie.

Dokaz. Nech priamky a, b, ¢ nepatria ziadnemu zvizku priamok, potom niektoré dve z nich musia byt réznobezné,
povedzme a Nb = S. Nech e L ¢ je priamka prechddzajica bodom S. Podla vety 25.5 existuje d tak, ze
04,0y = 040¢; 0.0. = or je stredovd stimernost, takie 0,040, = o407 a tym je tvrdenie dokdzané (zrejme
T ¢ d).

Tym sme vycerpali vSetky moznosti pre su¢in dvoch a pre suc¢in troch osovych simernosti (podia vzajomnej
polohy osf). To znamend, Ze sme nasli vsetky druhy zhodnych zobrazeni na rovine, je ich 5: identita, osové
stmernost, transldcia, otdcanie a posunuté zrkadlenie. Tieto zobrazenia sa daji rozlisovat tiez podla poctu
samodruznych bodov a po¢tu samodruznych smerov. Ukazuje to nasledujiica tabulka.

’ [ sam.body | sam. smery |

identita vSetky vsetky
osové stimernost priamka dva
neident.translacia 0 vSetky
neident.otacanie 1 0 alebo vsetky
posunuté zrkadlenie 0 2

7 tejto tabulky mozno ”vyéitat” dalsie vlastnosti zhodnosti. Napriklad: Kazdé zhodnost na Es, ktord nemé
ziadny samodruzny bod a ma prave dva samodruzné smery je posunuté zrkadlenie.
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Niektoré pravidla pre skladanie zhodnosti

Veta 25.12 Pre lubovolné A, B oa0p je transldacia o vektor QBTZL

Dékaz. Podla Mongeovej vety, oa0p je translicia, zrejme o vektor BoaogB = BoaB = 2BA.

Veta 25.13 Sicin troch stredovijch simernosti je stredovd simernost. Nasledujice turdenia st ekvivalentné:
(i) caopoc =o0p

(ii) AB = DC

(iii) Stvoruholnik ABCD je rovnobeznik alebo ABCD si kolinedrne body (a vtedy AB = D%')

Dokaz. (i) mozno upravit na rovnost o405 = opoc, odkial vzhladom na predosli vetu vyplyva tvrdenie tejto
vety.

Matice zhodnych zobrazeni

Nech ¢ : Ey—E5 je zhodnost, E = (O, €}, €>) je ortonormalny repér a nech £#¢; = _;, ¢t =1,2. Pretoze \fl| =1,
5 5 . . L, =*

existuje redlne ¢islo a tak, ze f; ¥ = (cosa,sina); z f; L fo vyplyva, 7e f5 € (f; )

|fa] =1, tak fq = e(—sina,cos ) pre € = £1. Teda

= ((—sina, cosa)) a kedze

B = ( cosa —esina e

sina  ecosa f) e=*l aefeR (25.1)

je matica zhodného zobrazenia €.

Veta 25.14 Nech E je ortonormdlny repér. Ku kaZdému otdcaniu w existuju redlne cisla o, e, f tak, Ze

W = ( cosa —sina e ), (25.2)
sin v cosa f

¢islo a nazyvame uhol otacania.

Dokaz. Otécanie je priama zhodnost, preto jej matica musi mat tvar (25.1) a jej determinant musi byt kladny,
t.j. € = 1. V tom pripade £ mdze byt uz len transldcia alebo otd¢anie. Transldcia to nebude vtedy, ked matica
stopy zobrazenia £ nie je jednotkova. Zvysok dokazu je evidentny.

Oznaéenie w[S, a] budeme pouzivat pre otd¢anie s uhlom (orientovanym) a a samodruznym bodom S.
Veta 25.15 Nech w|S, o] je otd¢anie. Pre lubovolné nenulové vektory @, T plati
(i) Tw#i=a
(i) T = whi whil.
Dokaz. (i) Nech (25.2) je matica otédcania w a ¥x = (cos 3,sin ) je lubovolny ort. Potom
@t =wresr = (e e ) (s ) = (et )
Podla Vety 12.26 Twhd = a+ 8 — B = «. (ii) Zhodné zobrazenie nemeni uhol vektorov a rovnako orietované

bazy zobrazi opat na rovnako orientované bazy.

Veta 25.16 Sicin dvoch otdcani n[S, o], w[T, (] je bud transldcia (ak o+ B = 2km,k - celé) alebo otdéanie o
uhol a + 3.

Dokaz. Stac¢i vynasobit matice stop tychto otdcani.
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Cvicenie

25.1 Nech E je ortonormélny repér. Dokazte, ze zobrazenie dané maticou
a b 9
aE:<g ; 0) 5 TR £0
6 0

je osova stimernost s osou prechddzajicou zaciatkom repéra E.

25.2 Zistite, ¢i matica

—1442 242 0
1+q2 1+q2

_2q2 1_q2 0
1+q2 1+q2

je matica (v ortonormélnom repére) osovej suimernosti s osou 1 + gxrs = 0.

25.3 Nech E je ortonormalny repér. Dokazte, ze zobrazenie dané maticou
g _[a —eb e
“ = ( b ea f )
je zhodnost prave vtedy, ked a® +b*> =1 a e = +1.

25.4 Dand je priamka a : 2x +y — 1 =0 a bod S[3, —1]. Vypocitajte rovnice st¢inu o,05 a urcte o aky druh
zobrazenia ide.

25.5 Napiste multiplikativne tabulky grupy symetrii tvorca, obdiznika a rovnoramenného (ale nie rovno-
stranného) trojuholnika.

26 Zhodnosti na Ej

Kazd4 zhodnost na E3 je afinita. Preto kazda zhodnost zobrazi priamku, rovinu, tse¢ku, polpriamku, polrovinu,
rovnobeznik, trojuholnik, konvexny n-uholnik, rovnobezné podpriestory, kolinedrne body, komplanarne body
opét na usecku, polpriamku... atd. Kazdd zhodnost na Es nemeni vzdialenosti, kolmost a uhol podpriestorov
v E3. Pre kazdé dva stvorsteny ABCD, A’B'C'D’, |AB| = |A'B'|,...,|CD| = |C'D’| existuje jedind zhodnost,
ktoré zobrazi A+— A, B— B', C+— C', D+— D'.

Najdolezitejsie zhodné zobrazenie na Es je simernost podla roviny. Ked N je rovina v F3, potom zobrazenie
on : BE3—E3, X — X' je stmernost podla roviny N prave vtedy, ked ortogondlny priemet bodu X do N je
stred dvojice X, X’; rovinu N nazyvame os tejto simernosti. Kazd4 zhodnost na E3 sa d4 napisat ako st¢in nie
viac ako 4-och simernosti podla rovin.

Stcin dvoch stimernosti oy, ops podla rovin N,M je transldcia prave vtedy, ked M||N; ak M, N nie sti rovnobezné,
onoy nazyvame neidentickd rotdcia (alebo neidentické otdcanie) na E3 s osou M N N; ak M L N, onoyp je
osova sumernost oyoyr = opOnN -

Nech oy, 0N, 0K st simernosti podia rovin definované na E3. Ak MNN =0 a K 1 M, tak oy;0n0 K nazyvame
posunuté simernost podla roviny (skratene PSR) a to z toho dovodu, Ze toto zobrazenie sa da zlozit z posunutia
a stimernosti podla roviny, pri¢om vektor posunutia je rovnobezny s touto rovinou. Ak M, N nie st rovnobezné
aM 1L K L N, siin oponok nazyvame otoéend simernost podia roviny (skratene ORS). Jej §pecidlnym
pripadom je stredova simernost, ktord je si¢inom troch stimernosti podla rovin, kazdé dve z ktorych si na seba
kolmé.

Existuje len jeden typ zhodnosti na E3, ktoré st siéinom najmenej 4-och simernost{ podla rovin. Je to skrutkovy
pohyb, ktory je su¢in neidentickej rotacie a posunutia o nenulovy vektor rovnobezny s osou rotécie.

Tymito zobrazeniami si vycerpané vSetky mozné typy zhodnosti na priestore Fj3.
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Zhodnosti mozno klasifikovat aj pomocou samodruznych bodov a smerov. Taktto klasifikdciu zhodnosti na Fs
uvadzame v tabulke.

’ sab & \ cosab & \ ¢ Es—FEs ‘
rovina N | kazdy smer kolmy na N ON
alebo rovnobezny s N
Es kazdy smer identita
0 kazdy smer neidenticka translécia
priamka L | smer L rotacia, ktord nie je
0sové stimernost
priamka L | smer L a kazdy smer 0sové stimernost
kolmy na L
bod S kazdy smer stredova stimernost
0 kazdy smer kolmy na N PRS
alebo rovnobezny s nadr. N
bod S smer L ORS, ktoré nie je
stredova stimernost
0 smer L a kazdy smer skrutkovy pohyb
kolmy na L s otocenim o 180°
0 smer L skrutkovy pohyb s
oto¢enim o uhol # 180°

Cvicenie
26.1 Nech w : E3— Fj3 je otdcanie, ktoré nie je osova stimernost. Nech N je takd rovina, ze N|wN. Dokézte, ze
rovina N je kolmé na os otacania w.

26.2 Napiste rovnice stimernosti podla roviny N : z = 9.
26.3 Napiste rovnice stimernosti podla priamky L : z =0, y = —3.
26.4 Napiste rovnice PRS, ktord je si¢inom stmernosti podla roviny z = 4 a translécie o vektor (-2,1,0).

26.5 Uréte typ a rovnice zhodnosti, ktord je stc¢inom simernosti podla rovin z = 0, 2z +y = 0 a translécie o
vektor (0,0, 3).

26.6 Uréte typ a rovnice zhodnosti, ktora je su¢inom stimernosti podla rovin z = 0, z — 2y = 0, z = 4.

26.7 Nech M, N, K st po dvoch kolmé roviny v E5. Dokdzte, ze su¢in oy onok (troch simernosti podla tychto
rovin) je stredové stimernost.

26.8 Stcin rovnolahlosti s charakteristikou # +1, stredom S a stimernosti podla roviny, v ktorej S lezi, nazyvame
centrdlnopodobnd symetria na Es (skratene CPS ). Nech S; je Iubovolny bod a N; lubovolné rovina
priestoru F3. Dokézte, ze existuje CPS tak, Ze sa rovnd stéinu rovnolahlosti p,[S1, k] a simernosti oy,
pre kazdé k # +1.

27 Podobnosti na rovine

Veta 27.1 Nech o : Ey—E, je afinita, E ortonormdlny repér priestoru Eo. Zobrazanie o je podobnost prdve
vtedy, ked
E _ a —E&cC e o 2 2
a _<c ca f) e==1, a*+c° #0. (27.1)

Dokaz. Nech E = (0, &,&), & = f,;, i = 1,2 a nech

aE:<(z 2 Jf) (27.2)
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Potom f,5 = (a,¢), fop = (b,d). Kolmost je invariant podobnosti, preto f; L f, a kedze (f1)* = ((—c,a))
existuje € tak, ze fy =ef; t.j. b= —ec, d =ea. Dalej |f;]| = |f2|, preto

a>+ =+, (1-e)(a’+%) =0, (1-2)|f i =
odkial vzhladom na to, ze |fi| # 0, € = £1; matica podobnosti je teda (27.1). Obratené tvrdenie je evidentné.

Je zrejmé, 7e afinita a : E3— Fy dand maticou (27.1) je vlastna podobnost prave vtedy, ked jej determinant je
rozny od +1.

V tomto ¢lanku prevedieme klasifikdciu vlastnych podobnosti na rovine (zhodnosti boli prebraté v predoslom
¢lénku).

Kazd4 vlastnd podobnost mé préave jeden samodruzny bod, preto vlastné podobnosti nemézeme rozlisovat podla
po¢tu samodruznych bodov ale len podla po¢tu samodruznych smerov.

Veta 27.2 Nech o : E;—E5 je podobnost. Potom
|cosabal € {0,2,00}.
Dokaz. Nech « je dand maticou (27.1). Charakteristickd rovnica je

a—k —ec
c ea—k =0

St len tri moznosti:

MHe=1,¢=0: §
a je zrejme rovnolahlost;
det o =a® >0

(II) e=—-1:
Charakteristickd rovnica je (a — k)(a + k) + ¢ = 0, t.j. k% = a® + ¢%. Této rovnica m4 dva rézne korene,
preto |cosabal = 2;
det o = —a® —c? <0

(IIT) e=1,¢#0: .
Charakteristickd rovnica je (a — k)% + ¢ = 0, kedze ¢ # 0, tdto rovnica nem4 rieSenie;
det o = a® + c® > 0.

Definicia 27.3 Viastni podobnost o : Ea— FEs nazjvame centrdlnopodobnd symetria (skrdtene CPS), ak o je
nepriama afinita o centrdlnopodobnd rotécia (skrdtene CPR), ak « je priama afinita, ktord nie je rovnolahlost.

Dosledok 27.4 Existuji tri typy vlastngjch podobnosti na Eo: rovnolahlost (s charakteristikou k # +1), CPS,
CPR.

Veta 27.5 Kazdd CPS na rovine je sicinom rovnolahlosti a osovej simernosti, ktorej os prechddza stredom tejto
rovnolahlosti. Kazda CPR na rovine je sucinom rovnlahlosti a otdc¢ania, ktorych stredy splyvaji.

Dokaz. Nech ¢ je vlastna podobnost s koeficientom k, ¢ nie je rovnolahlost, ©S = S a nech p[S k1
je rovnolahlost. Potom @p je zhodnost, S jej samodruzny bod, preto ¢p je bud osovd stimernost s osou
prechadzajicou bodom S alebo neidenticka rotacia so stredom .S (g@p # 1 inak by ¢ bola rovnolahlost).

Z tejto vety vyplyva, ze ku kazdej vlastnej podobnosti ¢, ktord je sucinom rovnolahlosti a OSOVQ] sumernosti (stred
rovnolahlosti a os osovej stimernosti neinciduji) existuji rovnolahlost a osovd stmernost, ktorej os prechddza
stredom rovnolahlosti tak, e ich stéin je ¢. Analogicky je to is CPR.

Priklad 27.6 Dand je rovnolahlost p[S,—0.5] a otdcanie w[T,—75°]. Zostrojte  samodruzny bod
centrdlnopodobnej rotdcie o = pw.
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Riesenie. (vid obrazok)

Nech P je hladany samodruzny bod (t.j. P'' = aP = P) anech §'' = aS, T’ = oT. Koeficient podobnosti a
je 0.5, preto |PT|: |PT"| = 2, ¢ize pomer vzdialenost{ bodu P od bodov T, T"' je 2; vSetky také body lezia na
Apolléniovej kruznici Ko = {X; |XT)| : |XT"'| = 2}. Dalej SPS” = 105° preto P lezi na kruznicovom obliiku
K, ={X; SXS5” =105°}. Existenciu bodu P zarucuje Veta 21.18.

Cvicenie

27.1 Dokézte, ze samodruzné smery C'PS st navzijom kolmé.

27.2 Zostrojte stred rovnolahlosti, ktora je sticinom rovnolahlosti p[S, —3], 6[0,2], ak O # S st dané body
roviny Fs.

27.3 Vypocitajte rovnice C'PS, ktoré je si¢inom simernosti podla priamky = = 0 a rovnolahlosti plS, —3], kde
S[-1,2].

27.4 Vypocitajte rovnicu samodruznej priamky podobnosti danej maticou

2 31
3 -2 9 )°

27.5 Dokézte, ze kazda samodruzné priamka vlastnej podobnosti prechadza jej samodruznym bodom.

27.6 Nech (C,+,.) je pole komplexnych &isel, a+ bi komplexné éfslo, kde i2 = —1 je imagindrna jednotka. Dané
je zobrazenie
p:C—=C, x4 yi (x4 yi).(a + bi).

Dokézte, Ze p mozno povazovat za otocenie, centralnopodobni rotéciu, rovnolahlost, ak v poradf a®4b% = 1,
a?+b2#1,a#0 A b=0.

27.7 Urcte a, b tak, aby zobrazenie
p:C—C, x+yi— (x —yi).(a+ bi)

bola osova stimernost alebo centralnopodobné rotécia alebo centrdlnopodobnd symetria.
27.8 Dan4 je priamka L : 21 + 3x2 — 2 = 0; napiSte o, ako zobrazenie C—C.

27.9 Nech (C,+,.) je pole komplexnych &fsel, i je imagindrna jednotka a nech
M:{(a b);a,bER}.
b a

n: C— M, a+bi»—>(z _2);

Dokazte, ze zobrazenie

je izomorfizmus pola (C,+,.) a struktiry (M,+,.) (kde (+) resp. (.) je stcet resp. sucin matic).
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APLIKACIE ZOBRAZENI

28 Podobnost a zhodnost ttvarov v E,

Definicia podobnosti a zhodnosti titvarov

Jeden z najdolezitejsich ” geometrickych” pojmov je podobnost titvarov.

Definicia 28.1 Utvar U je podobny s dtvarom V v priestore E,, ak existuje podobné zobrazenie na E,, ktoré
zobrazi dtvar U na V; oznacenie U ~ V. Ak koeficient tohto zobrazenia je k, hovorime, Ze k je koeficient
podobnosti utvarov U, V. Ak koeficient podobnosti dtvarov U, V je 1, dtvar U je zhodny s utvarom V'; oznacenie

u=v.

Definiciou 28.1 sme do mnoziny vetkych titvarov priestoru E,, zaviedli bindrnu reldciu " podobnost”. T4to reldcia
je reldcia ekvivalencie. Skutocne, identita zobrazi lubovolny tdtvar U na U a preto ”podobnost” je reflexivna
reldcia; ak podobnost ¢ zobrazi U na V, tak podobnost ¢! zobrazi V na U to znamens, ze ”podobnost” je
symetrick reldcia; ak ¢, 9 st podobnosti a U =V, ¥V =T, tak 1) je podobnost, ktora zobrazi U na T, teda
U a T st podobné ttvary, ¢ize ”podobnost” je tranzitivna reldcia. Fakt, Ze ~ je reldcia ekvivalencie znamen4, ze

G) U~U
Gy U~V = V~U
(i) U~VaV~T = U~T.

Kedze relacia ~ je symetrickd, mozeme vyrok "ttvar U je podobny s ttvarom V” nahradit vyrokom ”utvary U,
V' st podobné”.

Kazda relacia ekvivalencie na nejakej mnozine, rozdeli tuto mnozinu na disjunktné triedy navzdjom ekviva-
lentnych prvkov. Preto aj reldcia ~ rozdeli mnozinu vsetkych dtvarov priestoru F, na disjunktné triedy po-
dobnych utvarov. Kazdu takuto triedu nazyvame tvar. Abstraktny pojem tvar dostava tak presny obsah.

Kazdd priamu zhodnost nazyvame tiez premiestnenie. Hovorime, ze ttvar U je premiestnenie ttvaru V, ak
existuje premiestnenie, ktoré zobrazi U na V. Ked dva ttvary priestoru E3 st podobné, potom jeden z nich
sa d4 premiestnif tak, ze tieto utvary si rovnolahlé ; skutocne, ak koeficient podobnosti ttvarov U, V je k a
pje rovnolahlost s charakteristikou k, tak p~ 'V = U’ je titvar zhodny s U, preto existuje zhodnost ¢ tak, ze
£(U’) = U. Rovnolahlost p na Es moze byt priama alebo nepriama podobnost. Jej charakteristiku (k alebo —k)
preto zvolime tak, aby & bola priama zhodnost.

Nie je tazké dokdzat, ze kazdé dva body, kazdé dve priamky, ... a vieobecne kazdé dva rovnako dimenziondlne
podpriestory priestoru E, st podobné. Vzhladom na Vetu 16.2 dva priestory F,, E,,, ktoré nemaju rovnaké
dimenzie nie su podobné.

Nielen relacia ~ je ekvivalencia, aj reldcia = definovand na mnozine vSetkych utvarov priestoru F, je reldcia
ekvivalencie. Zo symetri¢nosti tejto reldcie vyplyva oprdvnenie hovorit ”dtvary U,V sd zhodné” (namiesto U je
zhodny s V).

Veta 28.2 Due dsecky st zhodné prdve vtedy, ked magji rovnaké velkosti.

Dékaz. Ked st dve tsecky zhodné, ich velkosti s tiez zhodné, pretoze skaldrny stéin je invariant kazdej zhodnosti.
Obratene, nech isecky AgA;, Ay A} maji rovnaké nenulové velkosti. Nech 7 je translécia, ktord zobrazi Ay — Aj.
Ak A} = 1A, dokaz je skonceny, v opacnom pripade, nech N je nadrovina prechddzajica stredom tsecky Aj7A4;
kolmo na tito tisecku. Zrejme N prechadza bodom Aj, preto on7 zobrazi isecku AgA; na tsecku AjA].

Veta 28.3 Kazdé dva podobné uhly si zhodné.
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Dokaz. Nech ¢ je podobnost s koeficientom k, ktord zobraz{ uhol AV B na uhol A'V'B’ a nech p[V', k™" je
rovnolahlost. Zrejme p zobrazi uhol A’V’B’ na uhol A’V'B’, preto py je zhodnost, ktord zobrazi uhol AV B na
uhol A’V’'B’, dékaz je skonceny.

Veta 28.4 Duva uhly si zhodné prdve vtedy, ked maji rovnaké velkosti.

Dékaz. Ak st dva uhly zhodné, potom maji rovnaké velkosti lebo zhodnost nemeni velkost uhlov. Obrétene,
nech dva uhly ABC, A’B’'C’ maji rovnaké velkosti. Potom st obidva duté alebo obidva priame alebo obidva
nevypuklé. Nech st obidva duté, bez ujmy na veobecnosti predpokladajme, ze |AB| = |A'B’| =1 a |BC| =
|B'C’| = 1. Najprv predpokladajme, ze E, je rovina. Potom podla kosinusovej vety aj |[AC| = |A’C’| a podia
vety o uréenosti zhodnosti, existuje jeding zhodnost, ktord zobrazi A — A’, B — B’, C — C'. V pripade, ze
n > 2, oznaéme M = ABC, N = A’B'C’; nech €és,...,€&, je ortonormalna béza ortogonalneho doplnku M
a nech fg,...,fn je ortonormaélna baza ortogonalneho doplnku Ni. Nech dalej Ag = A, A, = B, Ay = C,
Ay = Ag+és,..., Ay = Ag+ &y, By = A/, By = B', By = C', By = By + fs,...,B, = By + f,,, potom
zrejme |B; Bj| = |A; Aj| pre vietky 4,5 = 0,1,...,n a preto podla Vety 21.13 existuje podobnost, ktord zobrazi
A; — By, pre vietky i =0,1,...,n,t.j. A— A’, B B’, C — C'; konstrukciu tejto podobnosti, mozno pouzit
aj v dokazoch dalsich viet o podobnosti trojuholnikov, preto ju uz nebudeme uvédzat.

Podobnost trojuholnikov

Jednou z najdélezitejsich partif v uc¢ive geometrie na strednej skole je podobnost trojuholnikov. Podla definicie
28.1 sii dva trojuholniky podobné prave vtedy, ked existuje podobné zobrazenie, ktoré zobrazi jeden trojuholnik
na druhy. Této definicia nedéva moznost zistit priamo z vlastnosti trojuholnikov alebo velkost{ ich stran a uhlov
¢i su podobné alebo nie. K tomu (ale nielen k tomu) slizia vety o podobnosti trojuholnikov (dobre zndme zo
strednej skoly).

Pod symbolom AABC ~ AA'B'C' budeme rozumiet, Ze existuje podobnost, ktord zobrazi A — A, B —
B',C — C'. Preto v zdpise AABC ~ ANA'B'C’ zélezi na poradi bodov. Na prvych pozicidch v tomto zdpise st
tie vrcholy, pri ktorych s zhodné uhly, podobne na druhych a tretich pozicidch. Preto ak AABC ~ AA'B'C’
nemusi platit AABC ~ AB'A'C’. Zapis AABC ~ AB'A'C’ mozno vsak cyklicky obmieiat, takze potom
aj ABAC ~ AB'A'C" atd. Ak AABC ~ AA'B'C’, dvojice vrcholov (A, A"), (B, B’), (C,C"), nazfvame k
sebe prislusné. Dvojice stran (AB, A'B’), (BC, B'C"), (AC, A’C") a dvojice uhlov (9 A, A"), (9 B, B'),
(9 C, 9 C') nazgvame tiez k sebe prislusné. Takito prislusnost mozeme rozsirit na vysky, taznice, osi uhlov atd.

Veta 28.5 Ked trojuholniky ABC, A'B'C’ sii podobné, predpokladajme, ze NABC ~ AA'B'C’, potom existuje
redlne cislo k tak, Ze

|A'B'| = k|AB| |B'C'| =k|BC| |C'A'| =k|CA] (28.1)
QA=A QB =9 B QC" = C. '
Dékaz. Podla definicie 28.1 existuje podobné zobrazenie ¢ tak, ze pA = A’, pB = B', oC = C’. Obraz dutého
uhla CAB = < A je duty uhol C’A’B’ = 9 A’; pretoze podobnost zobraz{ uhol na uhol s nim zhodny, plati
9 A’ = 9 A. Podobne dokdzeme <) B’ = 9 B, C" = 9 C. Ak k je koeficient podobnosti ¢, tak z definicie 21.1
vyplyva zvysok tvrdenia tejto vety.

Pretoze medzi invarianty podobnost{ patri deliaci pomer a velkost uhla, tak je zrejmé, ze ak nejaké podobné
zobrazenie zobrazi AABC na AA'B'C’, tak taznice, osi uhlov, osi strdn, stredné priecky, vysky AABC sa v
poradi zobrazia na taznice, osi uhlov, osi strdn, stredné priecky, vysky AA'B’C’, preto aj tazisko, ortocentrum,
stred opisanej a stred vpisanej kruznice sa zobrazia v poradi do taziska, ..., stredu vpisanej kruznice. To na
druhej strane znamenad, ze ak dva trojuholniky st podobné, si imerné nielen strany tychto trojuholnikov, ale aj
taznice, vysky a osi uhlov.

Vo vete 28.5 je uvedené, aké vlastnosti musia mat dva trojuholniky, ak si podobné. K tomu aby dva trojuholniky
NABC =T, AA’B'C’ = T’ boli podobné viak staéi dokézatf, ze maji len niektoré z vlastnosti (28.1) (a potom
majd vsetky). O tom hovoria nasledujiice styri vety.
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Veta 28.6 (s:s:s) V E, st dané dva trojuholniky AABC, NA'B'C’. Ked
|A'B'| : |AB| = |B'C’| : |BC| = |C"A'| : |CA],
potom NABC ~ NA'B'C'.
Dokaz. Ked n = 2, dokaz vyplyva priamo z Vety 21.13.
Veta 28.7 (s:su) V E, si dané dva trojuholniky NABC, AA'B'C’. Ked
9B 29 B, |AB'|:|AB|=|B'C'|:|BC|,
potom NABC ~ NA'B'C’.
Dékaz. Nech dany pomer strén je k, t.j. |A’B’| = k|AB|, |B'C’'| = k|BC|. Podla kosinusovej vety

|AC'|? = |B'A')> + |B'C"|> = 2|B'A'||B'C’| cos ) B' =
k*|BA|? + k*|BC|? — 2k|BA|k|BC|cos 9 B = k*|AC|?. (28.2)
Teraz uz mozno pouzit Vetu 28.6.
Veta 28.8 (uu) V E, st dané dva trojuholniky AABC, NA'B'C’. Ked
QA 2J9A a 9B 29B,
potom NABC ~ NA'B'C’ .

Dokaz. Je zrejmé, ze aj < C' = < C. Nech |A'B’| = k|AB|. Podobne ako v predchddzajicej vete, ale pomocou
sinusovej vety (ktoru pouzijeme dvakrét) dokézeme, ze |B'C'| = k|BC|, |C'A’| = k|C A|. Dalej pouzijeme Vetu
28.6.

Veta 28.9 (S:su) V E, si dané dva trojuholniky AABC, NA'B'C’. Ked
QA =2 A, |AB| < |BC| , |A'B’'| : |AB| = |B'C’| : |BC|,
potom NABC ~ NA'B'C’ .

Dokaz. Z predpokladu |[AB| < |BC| vyplyva < C < < A ¢o znamend, ze < C je ostry uhol (inak by 9 C+<9 A >
180°); podobne <) C’ je ostry uhol. Zo sinusovej vety vyplyva

sing ¢’ |B’A'|  |BA| singC

sing A/ |B'C'|  |BC| sing A’
odkial sin 9 C' = sin 9 C” a kedze < C,< C’ st ostré musia byt aj rovnaké uhly. Teraz staci pouzit Vetu 28.8.

Posledné styri vety st ¢asto formulované (nie celom presne) aj takto: Ak pre dva trojuholniky plati, ze
(i) tri strany jedného trojuholnika st dmerné trom strandm druhého trojuholnika, alebo
(ii) dva uhly jedného trojuholnika sa rovnaju prislusnym dvom uhlom druhého trojuholnika, alebo

(iii) dve strany jedného trojuholnika st timerné dvom strandm druhého trojuholnika a uhly zovreté tymito
stranami si zhodné, alebo

(iv) dve strany jedného trojuholnika si timerné dvom strandm druhého trojuholnika a uhly oproti vaésim z
nich st zhodné,

tak tieto trojuholniky si podobné.

7 tychto viet vyplyvaju vety o podobnosti Specidlnych trojuholnikov: Ak vo dvoch pravouhlych trojuholnikoch
(i) je ostry uhol jedného zhodny s ostrym uhlom druhého, alebo
(ii) odvesny jedného si imerné odvesndm druhého, alebo

(iii) prepona a odvesna st tmerné prepone a odvesne druhého trojuholnika,

tak tieto trojuholniky si podobné.

Je zrejmé, ze kazdé dva rovnostranné trojuholniky st podobné a tiez kazdé dva pravouhlé rovnoramenné troju-
holniky st podobné.
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Zhodnost trojuholnikov

Podla definicie 28.1 s dva trojuholniky zhodné, ak existuje zhodnost, ktord zobrazi jeden trojuholnik na druhy.
Pre praktické tcely je uzitoénejsie vediet akym podmienkam musia vyhovovat strany a uhly dvoch trojuholnikov,
aby boli zhodné. Na to sluzia vety o zhodnosti trojuholnikov.

Pod symbolom AABC = NA'B’'C’ budeme (obdobne ako u podobnosti trojuholnikov) rozumiet, zZe existuje
thdnosf, ktord zobrazi A — A',B — B’,C — (C’'. Teda v zdpise AABC = NA'B’C’ zdlezi na poradi bodov
(vid predosly ¢lénok o podobnosti trojuholnikov).

7 viet 28.5 - 28.9 o podobnosti trojuholnikov priamo vyplyva pit nasledujicich viet.
Veta 28.10 Ak trojuholniky ABC, A'B'C’ si zhodné, predpokladajme, ze NABC = NA'B'C’, tak
|A'B'| = |AB] |B'C’'| = |BC| |C"A'| = |CA]

QA 2J9A 9B 29 B 9C' 29 C (28.3)

9AT=194] [9Bl=|9B [9C1=|9C|
Veta 28.11 (sss) V E, si dané dva trojuholniky AABC, AA'B'C". Ked

|A'B'| = |AB|  |B'C"|=|BC|  |C"A'|=]|C4],
potom NABC = NA'B'C’.
Veta 28.12 (sus) V E,, st dané dva trojuholniky NABC, ANA'B'C’. Ked

QB =29B |A'B’| = |AB] |B'C’'| = |BC|,
potom NABC = NA'B'C’.
Veta 28.13 (usu) V E,, si dané dva trojuholniky NABC, AA'B'C’. Ked
A'B'|=|AB| A =J9A4 B =B,
potom NABC = NA'B'C' .
Veta 28.14 (Ssu) V E, si dané dva trojuholniky NABC, AA’B'C’. Ked
QA =JA |AB| < |BC| |A'B'| = |AB| |B'C'| = |BC|,

potom NABC = NA'B'C" .

Vety 28.11 - 28.14 mozeme preformulovat (nie celkom presne) aj takto: Ak pre dva trojuholniky plati, ze
(i) tri strany jedného trojuholnika st zhodné s tromi stranami druhého trojuholnika, alebo
(ii) sa zhodujd vo dvoch strandch a uhle nimi zovretom, alebo
(iii) sa zhoduji v jednej strane a uhloch k nej prilahlych, alebo
)

(iv) sa zhoduju vo dvoch strandch a uhle oproti vicsej z nich,

tak sd zhodné.
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29 Pouzitie zobrazeni
Aplikacie zhodnosti
Priklad 29.1 Dokdzte, Ze trojuholnik je rovnoramennsyj, ak jeho taznica a vyska splijvaji.
—
Riesenie. Nech stred S strany AB splyva s pitou vysky AABC. Zrejme 055AC = BC a preto |AC| = |BC/.

Priklad 29.2 V rovine E3 je dand kruznica K, priamka L a na nich neleZiaci bod C. Zostrojte AABC tak, Ze
|AC|=|BC|,Ac K,Be L aAB 1 L.

Riegenie: Rozbor. Nech N = C + L (vid obrézok). Potom N L AB a kedze |AC| = |BC|, oy B = A. Pretoze
BeL tak A=oxyB€c€onyL,tedka Aec KNoyL.

K A
L 1
A
C N
L B B,
Konstrukcia:
(K1) N=C+L
(K2) L'=onL, AcL'NK
(Kg) O'NA = B.

Dokaz vyplyva z rozboru a konstrukcie.
Diskusia. Pocet rieseni zavisi od poétu bodov prieniku L’ N K. Preto tloha méze mat 0,1 alebo dve riegenia.

Priklad 29.3 Dang je patuholnik S1595354S5. Zostrojte konvexny patuholnik ABCDE tak, e S, je stred
strany AB, Sy stred strany BC, ..., Ss stred strany EA.

Riesenie: Rozbor. Nech o; je stredové simernost so stredom S; pre i = 1,2,3,4,5. Je zrejmé, Ze
ABBBRCEDBESA

preto A je samodruzny bod su¢inu o504030207; tento sucin je stredovd simernost so stredom A.

Konstrukcia:
(K1) P tak, ze S1.5553P je rovnobeznik
(K2) A tak, ze PS4S5A je rovnobeznik.
(K3) B=01A, C=02B, D=03C, FE=o04D.

Dokaz vyplyva z rozboru a konstrukcie. 3
Diskusia. Je zrejmé, ze existuje jediny bod A, jediny bod B..., zostrojeny podla konstrukcie. Avsak piatuholnik
ABCDE nemusi byt konvexny, tiloha m4 teda 1 alebo Ziadne riegenie.
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Aplikacie podobnosti
Priklad 29.4 Zostrojte NABC, ak st dané velkosti jeho uhlov 9 A, Q B a obvod s.

Riesenie:

Rozbor. Kedze poznédme dva uhly v AABC, pozname aj tvar, ktory je dany lubovolnym trojuholnikom s dvomi
uhlami velkosti |<Q Al,|< B|. Nech A’B’C" je taky trojuholnik, ze § A =2 Q A’, 9 B = 9 B’; tento trojuholnik
je podla vety 28.8 podobny s AABC, pricom koeficient ich podobnosti je |A’B’| : |AB| = k. Ak &', s st obvody
tychto trojuholnikov, tak zrejme s’ : s = k. Kedze s je dané a s’ pozname tiez, tak vieme aj koeficient k. Preto
staci k-krat zvacsit (mozno zmensit) AA’B'C’ a dostaneme AABC.

Konstrukcia.
(K1) AAB'C' tak,7ze QA= QA, 9B JB A=A
—
(K2) D,D’ € AB’ tak, ze |AD| = s, |AD'| = ¢, kde s’ je obvod AAB'C".
(K3) Nech p[A, D' +— D] je rovnolahlost; B = pB’, C = pC' (DD'|BB||CC").

Dokaz vyplyva z rozboru a konstrukcie.

Diskusia. Této tloha je nepolohové, preto dva zhodné trojuholniky povazujeme za jedno rieSenie. Ak | Al +
|9 B| < , tloha mé 1 riesenie, v opa¢nom pripade ziadne. Skutoéne, ak AABC, AA;B1C; su dve riesenia
nasej tlohy, tak tieto trojuholniky si podobné (dva ich uhly si zhodné s <) A, <) B) a sucasne ich obvody s1, s
st rovnalé. Pre obvody podobnych trojuholnikov s koeficientom k plati s1.k = s a pretoze s; = s, tak k=1 a
teda AABC = AAlBlC’l.

Metédu pouziti v rieseni tohto prikladu mozno aplikovat na riesenie tloh, kde je znémy tvar hladaného dtvaru.

Priklad 29.5 Dané si priamky p, q a bod A. Zostrojte obdznik ABCD tak, aby vrchol B lezal na priamke p,
vrchol C' na q a aby pomer dvoch stran obdlznika ABCD bol 3 : 1.

Riesenie:

Rozbor. Nech |[AB| : [BC| = 3 : 1. To znamend, ze pozname velkost orientovaného uhla BAC a pomer
|AB| : |AC| = 3 : V/10. Nech ¢ je centralnopodobnd rotécia, so stredom A, orientovanym uhlom BAC a
koeficientom /10 : 3. Tato C PR zobrazi bod B do C a teda priamku p na priamku p’, ktord musi prechidzat
bodom C' a kedze C € q tak C € p' Ngq.

Konstrukcia.
(K1) AA'B'C' tak, ze |9 B'| =7/2,|A'B'| : |[B'C'| =3 : 1.
(K2) Nech ¢[A, BPA'C’, /10 : 3] je CPR
(K3) p=¢&p, Cep'ng
(K4) B=¢"lC
(K5) obdlznik ABCD.

Dokaz vyplyva z rozboru a konstrukcie.

Diskusia. Tato uloha je polohové, preto dva rézne obdiiniky povazujeme za rozne rieSenia. Z (K3) vyplyva, ze
bodov C' mdze byt 0,1 alebo oo. V (K2) s 4 CPR, lebo BA'CY je kladne alebo zaporne orientovany a pomery
st dva |[A’B’|: |[B'C'| =3:1, |A’B’| : |B'C'| =1 : 3. Spolu teda pocet riesen{ méze byt 0,1,2,3,4 co.

Mocnost bodu ku kruznici

Podobnost trojuholnikov mé este dalsie aplikicie. Nech v rovine F, je dand kruznica K[S,r] a bod M, ktory
je jej vonkajsim bodom. Nech priamka M S pretina kruznicu K v bodoch A, B a nech L # SM je Iubovolna
secnica alebo dotyénica kruznice K prechadzajica bodom M. Nech L N K = {X,Y} (vid obrézok). Z vety o
obvodovych uhloch vyplyva, ze v trojuholnikoch BXM, Y AM st uhly < A, < X zhodné (plati to aj v pripade,
7e X =Y, tj. ked L je dotycnica kruznice K) a pretoze aj 9 M = Q M, tak ABXM ~ AYAM preto
| BM |: | XM|=|YM |: |AM |, t.j. |AM|.|BM|=|XM|.|YM |.
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To znamenad, ze ak sa priamka L otaca okolo bodu M, tak body X,Y prebehnli vSetky body kruznice K, pricom
SU¢in |M X|. |M Y| je konstantny (a vzhladom na to, ze uhol vektorov MX X, MY j je nulovy) rovnd sa skaldrnemu
sucinu MX.MY. Celd tito uvaha zostane v platnosti, ak by M bol vnitornym bodom kruznice K (az na

znamienko skaldrneho sicinu M X.M Y) Preto moéze byt uvedend

Definicia 29.6 V rovine je dand kruznica K[S,r] a bod M. Nech priamka prechddzajica bodmi S, M pretina
kruznicu K v bodoch A, B. Skaldr

MAMB = u[M, K]
nazyvame mocnost bodu M ku kruznici K.

7 tejto definicie (a vzhladom na to, ze SA + SB = 5, SA.SB = —r?), vyplyva

—_— —_— —_— —_— —_— —_— — 2 _— — —_— —_— =
MAMB = (MS+SA).(MS+SB)=MS + MS(SA+ SB)+ SA.SB =|MS|* —r?

¢ize mocnost bodu M ku kruznici K[S,r] je dand vzorcom

ulM, K] = |MS|* —r2. (29.1)
Z tohto vzorca priamo vyplyva, Ze mocnost bodu ku kruznici, na ktorej lez{ je 0, mocnost vnitorného (resp.

vonkajsieho) bodu kruznice k tejto kruznici je zdporné (resp. kladné) redlne cislo.

V pripade, ze M je vonkajsi bod kruznice K [S,r], existuje dotycnica kruznice K, ktord prechddza bodom M;
nech T je dotykovy bod. Podla Pytagorovej vety pre ASTM, je |MT|? = |[MS|? — r2, ¢ize plati

Veta 29.7 Mocnost vonkajsicho bodu kruznice k tejto kruznici sa rovnd $tvorcu dl/zvky dotycénice kruznice z tohto
bodu.

Veta 29.8 Nech H je mnoZina vsetkijch takijch bodov roviny Es, ktoré maji rovnaki mocnost k dangm dvom
kruzniciam K1[S1,r1], K2[S2,72] leZiacim v rovine Ey. Potom

(i) S1=852 AN ri#ro=H=1{

(ii) S1 =852 AN r1=r9=H=EF,

(iii) S1 # Sa = H je priamka (tito priamku nazgvame chordéla kruznic Ky, Ka) kolmd na stredni S1S5.
Dokaz. V rovine F, zvolime kartezidnsku suradnicovu sustavu tak, ze x-ovd os prechiadza bodmi Si,.S5.

Nech v tejto sustave majli body X, Si, Sy v poradf stradnice [xz,y], [0,0], [s,0]. Ked X € H, podla (29.1)
|XS1|% —r? =|XS2)? — r2, ak tiito rovnost prepfSeme pomocou stradnic, dostdvame

Pty —rd=(o—sP+y? 13,

odkial po tprave

25 =17 — 13 4 5% (29.2)
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Teda bod X € H prave vtedy, ked jeho stradnice z,y vyhovuji rovnici (29.2). Mnozina H je neprazdna, ak
existuje riesenie rovnice (29.2). Je zrejmé, Ze tato rovnica nem4 riesenie, ak sd splnené predpoklady v (i) a kazdy
bod X|[z,y] roviny Fs je jej rieSsenim, ak si splnené predpoklady v (ii). Ak S # Sy
r% — r% + 52
2s
je jediné riesenie rovnice (29.2), preto H je priamka o rovici (29.2); tdto priamka je zrejme kolmd na z-ovi os,
¢ize na priamku S;1.55. Tym je dokaz ukonéeny.

Ak bod M lezi na dvoch réznych kruzniciach K, Ks, jeho mocnost ku kazdej z nich je nula. To znamena,
7e bod M m4 rovnaki mocnost k tymto kruzniciam, ¢ize lez{ na ich chordale. Preto chordédla dvoch kruznic
prechddza kazdym prieseénikom tychto kruznic (ak existuji). Ak dve kruznice maji dva roézne body spoloéné,
tak ich chordala prechadza kazdym z tychto bodov a ak sa dotykaji v bode T, ich chordala je ich spolo¢na
doty¢nica prechadzajica bodom T (chordéla prechddza totiz bodom T kolmo na stredni S153). Tento fakt
mozno vyuzit na konstrukciu chordaly dvoch kruznic K, Ko, ktoré nemaji ani jeden spoloény bod (vi& obrazok):

Zostrojime takd kruznicu K, ktord pretina kazdu z kruznic Ky, K. Nech Hy, resp. Hs st chordaly dvojic K, K7,
resp K, K5 potom chordala H kruznic K1, K5 prechadza prieseénikom P chordédl Hy, Hy kolmo na strednt kruznic
K1, K5. Bod P ma totiz rovnaké mocnosti ku kruzniciam K;, K resp. K, K5 a to znamend, ze P méa rovnaku
mocnost ku kruzniciam K, Ks. Takyto bod P, ktory mé rovnakd mocnost k trom danym kruzniciam nazyvame
potencny bod tychto kruznic.

Nech A je taky bod chorddly dvoch kruznic K7, K», z ktorého existuji dotycnice k tymto kruzniciam, oznacme
Ty, Ty prislusné dotykové body. Podla tvrdenia 29.7 |ATy|? = |AT»|?, odkial |ATy| = |ATy|, ¢ize plati

Veta 29.9 Dl/z'ky dotycnic (ak existuji) z bodu na chordale dvoch kruznic k tymto kruzniciam si rovnaké.

T4to vlastnost sa dd vyuzit na rieSenie niektorych konstrukénych tloh.

Priklad 29.10 V rovine Es je dany nenulovy duty uhol CV D a jeho vnitorny bod A. Zostrojte kruznicu, ktord
prechddza bodom A a dotyka sa priamok C'V, DV.

Riesenie. Rozbor. Nech L je os dutého uhla CV' D a nech oy, je 0sOva sﬁmermﬁ or, zobrazi polpriamku VC na
polpriamku VD ; nech B = o, A. Predpokladajme, ze N = A+ L*, F € NN CV anech K je hladané kruznica.
Potom u[F, K] = |FA|.|[FB| = d*. Ak T je dotykovy bod priamky C'V a kruznice K, tak |FT| = d (vid obrazok).

Konstrukcia:
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(K1) Os L dutého uhla CVD
(K2) N=—A+L ,FeENNTV
(K3) Kruznica H prechddzajica bodom A so stredom na L
(K4) Dotyénica F'I7 kruznice H, Ty € H
}7
(K5) Kruznica G[F, |FTi|], Te GNVC
(K6) Oe(T+<CV>HnL
(K7) K[O, |0T]]

N
Dokaz a diskusia: Priamka L existuje jedina, preto aj bod F existuje jediny. Pre body T,7 € GN VC plati
|FT| = |FT'| = \/|FA||FB|; také body existuju prave dva a st rozne, pre S = N N L je totiz

[VF]? = |VS]?+|SF|> = |[VS|> + (|AF| — |AS|)(|BF| + |BS|) = |AF|.|BF| + |V A|?,
odkial |V F| > \/u[F, K] = |TF|, preto aj body O, 0’ st rozne. Uloha mé teda vzdy dve riesenia.

KruZnicova inverzia

Kazda afinita zobrazi priamku na priamku. Také zobrazenia su tzv. linedrne. Medzi zobrazenia, ktoré nie su
linedrne patri kruznicova inverzia, ktorou sa budeme zaoberat v tomto subc¢lanku.

Dané je kruznica K[O,r] v rovine Es. Zobrazenie w = w[O,r] z E5 do E5 dané predpisom

_ oy / g o2
wX=X & X' €0X A |OX||OX|=r (29.3)

nazyvame kruZnicovd inverzia, kruznicu K nazyvame urcujica kruznica a jej stred stredom inverzie w.

Kruznicové inverzia nie je definovana na rovine Fs, pretoze neexistuje obraz stredu urcujicej kruznice; ak totiz
X =0, tak |OX| =0 a teda |OX|.|OX'| = 0 # r%.

Ked wX = X', potom wX’ = X; vyplyva to zo symetrie relicie (29.3) vzhladom na permuticiu X < X’. Teda
w(wX) = X pre kazdé X # O, to je dovod preto w nazyvame inverzia.

Lema 29.11 Nech w = w|[O,r] je kruznicovd inverzia, wA = A’, wB = B’ a nech O, A, B su nekolinedrne body.
Potom NOAB ~ AOB'A’ a
|9 OAB| = |9 OB'A’|. (29.4)

Dokaz. 9 O = 9 O a dalej |OA|.|OA’| = r? = |OB|.|OB’|, odkial |OA| : |OB| = |OB’| : |OA’|, takze vzhladom
na Vetu 28.7 plati AOAB ~ AOB'A’. Z tejto podobnosti méme (29.4).

Veta 29.12 Obraz priamky neprechddzajicej stredom kruzZnicovej inverzie je kruZnica prechddzajica stredom
inverzie (okrem stredu inverzie) a obrdtene.

Dékaz. Nech w = w[O, r] je kruznicové inverzia, L priamka neprechddzajiica stredom O a nech A je péta kolmice
z bodu O na priamku L. Nech X € L a wA = A, wX = X', X # A. Podla (29.4), 90° = |9 OAX| =
|9 OX'A’|. To znamend, Ze z bodu X’ vidime dsecku OA’ pod pravym uhlom, preto X’ lez{ na Télesovej
kruznici, povedzme L', nad priemerom OA’. Obrétene, kazdy bod kruznice L', (okrem bodu O) sa zobrazi na
priamku L a tym je dokaz ukonceny.

Veta 29.13 KruzZnicovd inverzia zobrazi kruzZnicu meprechddzajicu stredom inverzie na kruznicu, ktord me-
prechddza stredom inverzie.

Dokaz. Nech w = w[O, 1] je kruznicovd inverzia, H|[S, h] kruznica neprechddzajica bodom O. Ak S = O tvrdenie
je trividlne. Predpokladajme preto, ze S # O; nech SO N H = {A, B} (vid obrézok).
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Potom
JOXB~9OB X', JOXA=YOAX';

odé¢itanim tychto rovnosti mame

90° = [ OXB| - |9 OXA| =9 O0B'X'| - |9 OAX'| = |9 B'X'A’|
a teda X’ € H', kde H' je Télesova kruznica nad priemerom A’B’. Obratene, kazdy bod kruznice H' sa zobrazi
do kruznice H a tym je dokaz ukonceny.

Uloha 29.14 Nech Ef = Ey — {O} a nech w = w[O,7] je kruznicovd inverzia. Dokdite, 3e w : E5—Ej; je
bijekcia.

Uloha 29.15 Nech w = w[O, 7] je kruznicovd inverzia a K, H dve kruznice dotgkajice sa v bode O. Dokdzte, Ze
wK, wH su rovnobezné priamky.

Pre stuénost vo vyjadrovani budeme povaiovaf dve rovnobezné priamky za priamky, ktoré sa dotykaju; Uhol
dvoch ¢iar K, L kazd4, z ktorych je bud kruznica alebo priamka, budeme nazyvat uhol dotyénic tychto éiar v ich
priese¢niku; ak uhol tychto ¢iar je 7/2, hovorime, ze su kolmé alebo ortogonélne.

Veta 29.16 Nech kazdd z ciar K, L je bud kruznica alebo priamka a nech w je kruznicovd inverzia. Potom

(1) ked K, L, sa dotykaji, dotgkaji sa aj wK, wL (t.j. dotykovost je invariant inverzie)
(i) whol ¢iar K, L je invariant kruZnicovej inverzie w.

Dékaz. (i) vyplyva z uloh 29.14, 29.15. (ii) dokdzeme len pre dve priamky, zvySok analogicky. Nech teda K, L
st priamky neprechadzajice stredom S inverzie, potom wK je kruznica, ktorej doty¢nica v S je rovnobezna s K,
podobne je to aj s wL. Uhol kruznic wK, wL je uhol ich dotyénic v bode S a tie st rovnobezné s K, L.

Veta 29.17 Nech w = K|S, 7] je kruznicovd inverzia. Kruznica H je samodruznd kruznica inverzie w prdve
vtedy, ked K = H alebo K, H su ortogonalne.

Dékaz. = Nech H # K, potom H obsahuje jeden vntitorny bod A a jeden vonkajsi bod A’ kruznice K (vnitro
K w zobrazi na vonkajsok kruznice K a to si disjunktné mnoziny), mézme dokonca predpokladat, ze A, A’ lezia
na strednej kruznic K, H. Potom A € H = wA € H = A’ = wA a kedze H je stmerns podla AA7, tak AA’ je jej
priemer. A’ = wA implikuje |SA||SA’| = r?, ¢ize mocnost bodu S ku H je r? preto ST (T € KN H) je dotyénica
kruznice H, t.j. K, H si ortogonédlne. <= Ak K = H tvrdenie je zrejmé. Nech K, H st ortogonalne kruznice, nech
A, B st prieseéniky H so strednou kruznic K, H a nech T' € K N H. Potom |SA||SB| = u(S,H) = |ST|? = 2
¢o implikuje B = wA a tak H je samodruznd kruznica.

Priklad 29.18 V E5 su dané dve rézne dotgkajice sa kruznice K, H a priamka L neprechddzajica ich dotykovym
bodom T. Zostrojte kruznicu G tak, aby sa dotykala kruznic K, H a priamky L.

Riesenie: Rozbor. Nech S, R st v poradi stredy kruznic K, H a nech w = w[T, 7] je kruznicovd inverzia. Potom
wK, wH si rovnobezné priamky a wL kruznica prechddzajica bodom T. Obraz wG hladanej kruznice G je
kruznica dotykajica sa priamok wK, wH a kruznice wL[Q, a]. Jej polomer g je polovica vzdialenosti priamok
wK, wH, preto jej stred lez{ na (mozno dvoch) kruzniciach L1[Q,a + g], L2[Q,a — g].

Konstrukcia:
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w = w[T,r], r volime tak, aby ur¢ujica kruznica inverzie pretinala obe kruznice K, H.
wK (resp. wH) je priamka prechddzajica prieseénikmi kruznic K, w(resp. H,w).
N je os simernosti priamok wK, wH a N||wK.

g=wK4N.
A - péta kolmice z T na L.
A =wA

wL[Q, a] je kruznica nad priemerom A’T

Li[Q,a + g], L2]Q,a — g] su kruznice.

G, je kruznica so stredom v (N N Ly) U (N N L) a polomerom g.
W@, =G, st hiadané kruznice.

Dokaz: vyplyva z konstrukcie a vlastnosti kruznicovej inverzie. Pocet rieSeni zavisi od po¢tu kruznic dotykajicich
sa rovnobeziek wK, wH a kruznice wL. Takych kruznic méze byt 0,1,2, 3 alebo 4. Tym je uréeny aj pocet
rieSeni tlohy.

Tato konstrukénd uloha patri medzi tzv. Apolldniove ulohy. Vseobecne Apolléniova tloha znie takto: V rovine
FE5 st dané tri atvary Ki, Ko, K3. Kazdy z tychto utvarov je bod, priamka alebo kruznica. Zostrojte kruznicu
K tak, aby sa dotykala vsetkych troch utvarov Ky, K5, K3 (kruznica sa dotyka bodu, ak nim prechddza).

Cvicenie

29.1

29.2

29.3

294
29.5

29.6

29.7
29.8
29.9

Nech A, B, C st navzdjom rozne body kruznice K[S,r]. Prienik polroviny ABC s kruznicou K nazyvame
kruzmcovy obliuk (skratene len oblik); A, B su jeho krajné body, C' vnitorny; taky oblik oznac¢ujeme AaB
Obluky AC’B ADB nazyvame opacné, ak ich ZJednotenle je kruznica. Duty uhol AC'B nazyvame obvodovy
whol prislichajici obliku ADB ak ACB ADB si opa¢né obliky (tiez hovorime, zZe ACB je obvodovy
uhol nad oblukom ADB). Ten uhol ASB, ktorého podmnozinou je oblik ADB nazyvame stredovy uhol

prislusny k obliku ADB (alebo stredovy uhol nad oblikom ADB). Dokézte, ze vsetky obvodové uhly
nad tym istym oblikom s zhodné (veta o obvodovych uhloch). Stredovy uhol nazyvame prislusny k
obvodovéme uhlu (a obritene), ak oba prislichaji tomu istému obliku. Dokézte, zZe velkost obvodového
uhla sa rovnd polovici velkosti prislusného stredového uhla.

Nech kruznice K|[S,r], H[O, h] sa dotykaji zvonku v bode T, nech priamka AB sa dotyka kruznic K, H
v bodoch A, B a nech spolo¢nd dotycnica v bode T' pretina priamku AB v bode C'. Dokdzte, Ze priamky
AT, TB, SC, CO ohrani¢uji obdlznik.

Dokazte, ze ak A, B, C, D su $tyri body priestoru E3 neleziace v jednej rovine, existuje jediny bod, ktory
mé od vietkych styroch bodov rovnaki vzdialenost a udajte jeho konstrukeiu.

Nech dotykové roviny gulovej plochy v bodoch A, B sa pretinaji v priamke L. Dokéate, ze L 1 AB.

V E, st dané body S # O. Zostrojte rovnoramenny AAA'O (JAO| = |A'O|) tak, ze (AA'S) = -2 a
AOA" = 30°.

Nech p[S, —2] je rovnolahlost a w[O, 4+30°] je otdcanie. Nech A, A’ st body ako v cviceni 5. Dokézte, ze
pw(A) = pA’ = A.

Dokézte, ze kazdé dva stvorce, kazdé dve kocky a kazdé dve gulové plochy st podobné.
Dokézte, ze neplati: Ak sa dva stvoruholniky zhoduji vo vSetkych uhloch, st podobné.

Dokézte, ze obdiiniky st podobné, ak pomery dvoch ich susednych stran si rovnaké.

29.10 Deltoid je konvexny stvoruholnik, ktory nie je rovnobeznik a ktory je simerny podla svojej uhlopriecky.

Dokazte, ze dva deltoidy st podobné, ak sa zhoduji vo dvoch uhloch.

29.11 Dokazte, ze kazdy stvoruholnik podobny s deltoidom je deltoid.
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29.12 Dokazte, ze stvorec a obdlznik nie st podobné.
29.13 Nech w je kruznicové inverzia s urcujicou kruznicou KJ[O,r].

(i) Nech A¢ K, A+ O, A =wA anech H je kruznica o priemere AA’. Dokézte, ze wH = H.

(ii) Nech A ¢ K, A # O, A’ = wA, |OA|] < |OA’| a nech G je kruznica o priemere OA’. Dokazte, ze A
lezi na priamke prechadzajicej priesecnikmi kruznic K, G.
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PROJEKTIVNA ROVINA a KOLINEACIE

30 Projektivna rovina

Homogénne stradnice

Kazdy bod roviny Es je charakterizovany svojimi siradnicami (v nejakom repére E = (O, €1, €3)), ktoré nazyvame
tiez afinné suradnice. Ak ax + by 4+ ¢ = 0 je rovnica priamky L a Ag = [a1, as] je bod roviny Fs, tak bod A lez{
na priamke L prave vtedy, ked aa; + bas + ¢ = 0, ¢o pomocou matic moézeme pisaf

ay kay
(@ b ¢ az | =0 & (a b ¢ kas | =0
1 k

kde k # 0 je lubovolné reslne &islo; to znamend, ze miesto dvoch stiradnic bodu A mézeme braf do tvahy trojice
(kay, kaz, k), k # 0, ktoré uréuji ten isty bod A; tieto trojice nazyvame homogénne siradnice. Je prirodzené
polozit otézku, aky bod priamky L je uréeny trojicou (b, —a,0), kedze

(@ b ¢ —a | =0.
0

Je zrejmé, ze "bod” (b, —a,0) vyhovuje aj rovnici kazdej priamky rovnobeznej s L, pretoze

b
(a b ) —a | =0.
0

To znamend, ze bodom (b, —a,0) prechddzaji vsetky navzdjom rovnobezné priamky (ich smerovy vektor je
(b, —a)). Taky bod budeme nazyvat nevlastny bod priamky (a, b, c).

Nech H = (¢}, 5, €3) je baza priestoru E5; vietky sdradnice vektorov priestoru E 3 (ak nebude povedané inak)
budeme uvédzat v baze H. Ak M je matica, tak M7 je k nej transponovand matica.

Definicia 30.1 MnoZinu
RP, = {(x,y,t) € E3a (.’ﬂ,y,t) # (O,an)}
nazjvame redlna projektivna rovina, jej prvky nazgvame body, pricom body (z,y,t), (z',y',t') si totozné (tj,
(z,y,t) = (2,4, 1)) prdve vtedy, ked
T t
hod( o 3, i ) =1

(hod(M) je hodnost matice M ). Nech (a,b,c) je nenulovy vektor priestoru E5; priamkou L = (a b ¢) roviny
RP; nazgvame mnozinu vietkych bodov X = (z,y,t) € RPy, pre ktoré plati ax + by +ct =0 t.j. XLT =0 alebo
LXT = 0. Priamku roviny RPy o rovnici t = 0 nazgvame nevlastnd priamka a kaZdy jej bod nevlastny bod.

V zmysle tejto definicie priamku mézeme interpretovat ako usporiadani trojicu (a, b, c) (vektor € E3) redlnych
Cisel, pricom dve priamky su totozné, ked jedna trojica je nenulovym nasobkom druhej trojice.
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Parametrické rovnice priamky

Tak ako afinnd priamka (t.j. priamka roviny Es) aj projektivna priamka sa da charakterizovat vieobecnou a
parametrickymi rovnicami.

Nech P, = (z1,y1,t1), Po = (22, y2,t2) sd rézne body roviny RP,. Ako sa urci vseobecnd rovnica projektivnej
priamky P; P, v homogénnych suradniciach ? Ked ax + by + ¢t = 0 je hladana rovnica, potom ¢&isla a, b, ¢ musia
vyhovovat rovniciam

ari1+byr +cty = 0
axro + by2 + CtQ =

RieSenie tejto stustavy rovnic je

n ot
be) =
(abe) <‘ Y2 2

x1
T2 tg

1 Y1
T2 Y2

).

Majme dalsf bod X = (z,y,t). Vznikd otdzka, kedy existuje priamka, ktord prechddza bodmi Py, Py, X, P; # Py
? Zrejme vtedy, ak existuju ¢isla a, b, ¢ (nie sicasne rovné nule) tak, ze

ar+by+ct = 0
axe +bys +cta = 0
arx1+byr +cty = 0.

T4to sistava homogénnych linedrnych rovnic mé netrividlne riesenie prave vtedy, ked jej determinant je nula,
t.j. ked

z y t
1 Y1 tl =0. (301)
T2 Y2 12

To nastane prave vtedy, ked prvy riadok je linedrnou kombinaciou druhych dvoch (druhé dva riadky st nezévislé,
pretoze Py # Ps), t.j. ked existuju redlne ¢isla ki, ko ( nie sticasne rovné nule) tak, ze

xr = kl.Il + ]CQ.IQ
= kiy + ka2
t = kit 4+ koto.

Sustavu tychto troch rovnic nazyvame parametrické rovnice projektivnej priamky Py Ps; ki, ko si parametre.
Thito sistavu parametrickych rovnic budeme zapisovat aj pomocou matic (t.j. vektorov) X = ki Py + ko P, alebo
XT = k1 PL + ko PT. Je zrejmé, ze ked v (30.1) rozvinieme determinant dostaneme vseobecni rovnicu priamky
P P.

Priklad 30.2 Vypocitajte siradnice nevlastného bodu projektivnej priamky Py P, ok Py = (1,—1,3), Py =
(2,4,7).

RieSenie. Vseobecnd rovnica priamky P Ps je

x y t
1 -1 3|=0 tj.—19x—y+6t=0
2 4 7

Nevlastny bod tejto priamky na nej lezi a jeho tretia suradnica je nula. To znamena, ze =19z —y +6.0 =0
odkial z =1, y = —19, ¢ize (1,—19,0) je nevlastny bod priamky P; Ps.

Veta 30.3 Nech Py, P, st rézne body a nech
C:k1P1+kQP2, D:m1P1 +m2P2.

Potom C = D prdve vtedy, ked
ki ko

my M2

= 0. (30.2)
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Dékaz. C = D prave vtedy, ked vektory C,D € Eg st linedrne zavislé. ki, ko, resp. mq,mo, su suradnice
vektorov C, D v béze (P1, P2) preto C, D su linedrne zavisle prave vtedy, ked plati 30.2.

Priklad 30.4 Dokdazte, ze v RPs sa kazdé dve rézne priamky pretinaju prdve v jednom bode.

Riesenie. Ak L(a,b,c), N(d,e, f) si rozne priamky roviny RPs, tak
a b c
hod( d e f > =2

preto sustava

ar+by+ct = 0
dr+ey+ft = 0
ma netrividlne rieSenie
Coyite b c|, |a c| |a b
A d fl'ld e

Uloha 30.5 Dokdzte, ze kazdy bod projektivnej priamky L(0,0,1) je neviastny. Napiste jej vseobecni rovnicu.

Veta 30.6 Priamky
Li = (a1 by c1), Lo= (a2 by ca),...,Ls

= (as bs cs)
prechddzaji jedngm bodom (t.j. patria zvazku priamok) prdve vtedy, ked

ar b o

az by e
hod . < 3.
as bs cs
Dokaz. Homogénna sustava linearnych rovnic
Xt =0, LXT=0, ... ,L,XT =0

mé netrividlne riedenie (t.j. existuje bod, ktory lezi na kazdej z nich) prave vtedy, ked plati tvrdenie tejto vety.
Doésledok 30.7 Ked navzdjom rézne priamky

L1 = (a1 b1 Cl), L2 = (CLQ b2 02)7 L3 = (a3 bg 03)
patria zvazku priamok, tak existuji nenulové cisla ki, ko tak, Ze Ly = k1Ly + kaLo.
Ked L je priamka (resp. bod) roviny Es, budeme hovorit, ze L je afinnd priamka (vesp. afinng bod). Ak
z projektivnej priamky L’ vynechdme nevlastny bod, dostaneme afinnd priamku L, ktord budeme nazyvat
afinné zuzZenie priamky L' a obritene L’ nazyvame projektivne rozsirenie afinnej priamky L. Vseobecne, ak

z utvaru U C RP, vynechame vSetky nevlastné body, dostaneme utvar, ktory nazyvame afinné zuzZenie dtvaru
U.

Zmena suradnicového systému

Suradnicovy systém v RP, je béza priesoru E5. Nech G, H su dve béazy priesoru Esa A je vektor v E5. Potom
zévislost stiradnic bodu A v bdzach G, H je vyjadrend rovnostou

A = GHAC, (30.3)
Po transponovani Ay = AgGpy t.j. A’ = AM, kde A’, A je ten isty bod v roznych stiradnicovych systémoch a
M je matica typu 3x3, ktorej determinant je nenulovy.

Veta 30.8 Nech L je priamka, ktorej matica v bdze G je Lg = (a b ¢) a nech G, H su bdzy priestoru Eg. Potom
Ly = LgHC je matica priamky L v bdze H.

Dékaz. Maticova rovnica priamky L v béze G je L XS = 0, odkial Lo HE XH = 0 je maticova rovnica priamky
L v baze H.
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Dvojpomer

Nech A, B,C, D si po dvoch rézne body priamky L. Potom existuju skalary ki, ks, m1,mo (kazdy rézny od
nuly) tak, ze

C = klA + sz, D = mlA + mgB (304)
Cislo
ky  ma
ky . mi

nazyvame dvojpomer Stvorice A, B, C, D (v tomto poradi) a zapisujeme

k‘g mo
ABCD) = —=:—= .
(ABCD) = 2-: - (30.5)

Dvojpomer (ABCD) nie je nikdy rovny jednej; v opac¢nom pripade

k m :
2 = -2 tJ - kgml + klmg = 0,
k‘l mq
Cize
ook | _
my Mo

a tak podla 30.2, C' = D.

Mimo dvojpomeru (ABCD) bodov A, B,C, D mozno uvazovat aj o dvojpomeroch (BACD), (ABCD), ... atd.
Ako sa pritom meni dvojpomer ukazuji rovnosti

1 1
(ABCD) = (BACD) ~ (ABDC) (306)
(ABCD) =1 - (ACBD) = 1 — (DBCA). (30.7)

Dokéazeme len (30.6): z (30.4) vyplyva C = ke B+k A, D = maB+mi A, odkial (BACD) = (ki /ks)/(m1/ms) =
1/(ABCD).

Stvoricu kolinedrnych navzéjom roéznych bodov A, B,C, D nazyvame harmonickd Stvorica, ak (ABCD) = —1;
v tomto pripade hovorime tiez, ze body C, D harmonicky oddeluji body A, B.

Uloha 30.9 Dokdzte, ze ak (ABCD) = —1, tak aj
(ABDC) = (BACD) = (BADC) = (CDAB) = (DCAB) = (CDBA) = (DCBA) = —1.

Priklad 30.10 Nech P; = (z;,yi,t:), i = 1,2,3,4 si navzdjom rézne kolinedrne body. Dokdzte, Ze

r1 I3 T2 T4
Y Y3 Y2 Y4
(P\P,P3Py) = .
Tl T4 T2 I3
Y Y4 Y2 Y3
alebo
r1 I3 Xo T4
ty 13 to 14
(P PyP3Py) = .
X1 T4 X9 I3
ty tg ta  t3
alebo
‘ Y1 Y3 Y2 Y4 ‘
ty  t3 ty 4
(P\PP3Py) =
Y1 Ya Y2 Y3
t ty ty 3
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RieSenie. Nech P3 = klpl + k'QPQ, P4 = ’ITL1P1 + TTLQPQ. Ak

r1 T2
Yy Y2

£0

tak rozpisanim rovnosti Ps = k1 Py + ko Py, Py = m1 Py + ms Py do prvych dvoch stiradnic dostaneme

kixy + koo = 23 miT1 + Maka = Ty
kiyr + kay2 = y3 miy1r + malYs = Ya
odkial
kyihy=| Tt T3 T3 T2 mo iy = | T1 T4 T4 T
Yi Y3 Ys Y2 Y Y4 Ys Y2

Podobne postupujeme vo zvysnych pripadoch.
Veta 30.11 Duvojpomer nezdvisi na volbe siradnicového systému.

Dékaz. Nech P;, P! je ten isty bod vyjadreny v dvoch stiradnicovych sistavdch (pre vsetky ¢ = 1,2, 3,4), potom
Pz/ = RM, kde M je matica prechodu. Ak P3 = klpl + kgpg, a P4 = m1P1 + mgpg, tak

P} = PsM = (k1 Py + ko Py)M = ky PyM + ko PyM = k1 P} + ko P}
Pi=P4M= (m1P1 +m2P2)M:m1P1M+m2P2M:m1P1'—|—m2P2',

odkial (P, PyP3P,) = (P|PyPP}).

Deliaci pomer sme definovali v afinnej rovine pre kazdé tri kolinedrne navzajom rézne body; tuto definiciu
rozsirime a to nasledovne: Nech A # B s afinné body, potom (ABC) =1 < C je nevlastny bod priamky AB.

Veta 30.12 Nech A, B si réozne afinné body. Potom (ABCD) = %.

Dékaz. Dvojpomer nezivisi na volbe siradnicovej sistavy, predpokladajme preto, ze A = (0,0,1), B = (0,1, 1),
C=kA+kB, D=miA+msB. Ked aj C,D s vlastné body, potom ich afinné siiradnice st

kg mao
Al0,0], BJo,1], CIo, , D0, ———],
10,0} [0,1] [ k1 + ko m1 + mg]
takze (ABC) = f% a (ABD) = —72. Ked bod D je nevlastny, m; + mg = 0 t.j. —ma/m; = 1 a teda

(ABD) = 1 = —mgy/my, analogicky postupujeme, ked C' je nevlastny bod.

Priklad 30.13 Nech S je stred dvojice afinngjch bodov A, B a nech D je nevlastny bod priamky AB. Dokdzte,
zZe (ABSD) = —1.

Riesenie. Kedze (ABS) = —1, (ABD) = 1, tak podla Lemy 30.12 (ABSD) = —1.

Uloha 30.14 Nech d # 1 je kladné redlne ¢islo a nech C # D si také body afinnej priamky AB (A # B), Ze
|AC| = d|BC|, |AD| = d|BD|. Dokdzte, z2e (ABCD) = —1.

Uloha 30.15 Nech d % 0,1 je redlne ¢islo a nech A, B,C siu po dvoch rézne kolinedrne body. Dokdzte, Ze
existuje prdve jeden bod D tak, Ze (ABCD) = d.
Projektivne transformacie

Zmenu suradnicového systému s maticou prechodu B, mozme interpretovat ako zobrazenie « : E’3—>E"3, ktoré
vektoru P priradi vektor P’ = PB a kedze vektoru kP priradi vektor kPB=kP’, tak « je tiez zobrazenie
RPQHRPQ.
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Definicia 30.16 Nech

a b
M = c d (30.8)
g h

A e

je matica s determinantom réznym od nuly. Zobrazenie o : RPy—RP,, P — P’ = PM nazjvame kolinedcia
alebo projektivna transformacia.

Nech E, F st dve bazy a nech kolineacia o : RP,—RP; je dana maticou M a predpisom X — Y, Y = XpM,
kde Xg,Yg st body X,Y vyjadrené v bdze E. Nijdeme zévislost medzi bodom X a jeho obrazom Y v novej
béze F. Nech prechod od bdzy E ku F je dany maticou B, t.j. vzorcom Xz = XgB. Potom XpB~! = Xy a

Yp =YgB=XgMB=XpB 'MB — Yp=XpB 'MB,
¢ize kolinedcia a : RP,—RP, je v novej baze opit nasobenie konstantnou §tvorcovou maticou zprava.
Veta 30.17 Kazdd kolinedcia je bijekcia.

Dékaz. Nech « je kolinedcia dand maticou (30.8) a nech P, @ sd rézne body. Ked P = aQ, tak PM = kQM
pre nejaké k # 0, odkial (P—kQ)M = (000), P—kQ = (00 0)M~" = (00 0), co implikuje P = kQ a to je spor
s predpokladom; to znamend, 7e « je injekcia. Pre kazdy bod P’ je bod P’M~* jeho vzor (lebo P'M~*M = P’)
a teda « je aj surjekcia.

Je zrejmé, ze vietky kolinedcie na RP, tvoria grupu, nazyvame ju grupa kolinedcii alebo projektivna grupa roviny
RP;,.

7 Definicie 30.16 a Vety 30.11 vyplyva
Veta 30.18 Dwvojpomer je invariantom kaZdej kolinedcie.

Nech kolinedcia je dand maticou M, a nech bod X lezi na priamke L. Ak X' = XM t.j. X’ je obraz bodu X v
kolinedacii s maticou M, tak

XeLe0=LXT=LWM")'M"XT = L(M") " (xM)T = L(MT)" (X7,

¢ize X' lezi na priamke L(MT)™1, preto priamku L(M7)~! nazyvame obraz priamky L v kolineacii danej maticou
M.

Désledok 30.19 Bod X lei na priamke L prdve vtedy, ked jeho obraz v lubovolnej kolinedcii lezi na obraze
priamky L v tejto kolinedcii (t.j. incidencia bodu a priamky je invariantom kaZdej kolinedcie).

Veta 30.20 Nevlastnd priamka je invariantom kolinedcie prdve vtedy, ked matica kolinedcie je tvaru

a b 0
M = c d 0
e [ g

s nenulovym determinantom.

Dokaz. Nech kolinedcia je dand maticou M. Z vlastnosti transponovanej matice a inverznej matice vyplyva, ze v
matici (M7T)~! st prvky v 3. riadku a prvych dvoch stlpcoch nuly, preto obraz (0 0 1)(MT)~' = (00 k), k # 0,
nevlastnej priamky je nevlastna priamka. Zrejme plati i obratene.

Kazdu kolineéaciu, ktorej invariantom je nevlastnad priamka nazyvame afinita. Z predoslej vety vyplyva, ze kazda
afinita zobrazi kazdy nevlastny bod na nevlastny a kazdy vlastny bod na vlastny bod.

Afinita « : E9—FE> zobrazi nevlastny zvéizok afinnych priamok na nevlastny zvézok afinnych priamok (pozri
vety 16.2, 16.7) preto mozeme definovat a(Ps) = Qo vtedy, ked obraz afinnej priamky s nevlastnym bodom
P, v afinite « je afinnd priamka s nevlastnym bodom (,. Zobrazenie a : RP,— RP»> nazyvame projektivne
rozsirenie afinity « : Ea—Fs a obatene a : Fy— FEs nazyvame afinné zizenie kolineacie o : RPo— RP», ktora
zobrazi nevlastni priamku na nevlastna priamku.
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Priklad 30.21 Nech afinita o : Fo—FEy je dand maticou

a b e
aE:(c d f)

Dokdazte, Ze jej projektivne rozsirenie o : RPo— RPs je dané maticou

a b e
¢ d f (30.9)
0 0 1
tj. pre X = (x,y,t), X' = (a,9/,t') je aX = X' prdve vtedy, ked pre nejaké k # 0
kx' = ax+by+et
ky = cx+dy+ ft (30.10)
kt = t

Dékaz. Nech X je vlastny bod. Potom t # 0, takze afinné siradnice bodov X, aX = X’ st
d Q) ( Ty riqy )
(t’t resp. at+bt+e’ct+dt+f ,
odkial dostdvame homogénne stiradnice bodu X’ : (az + by + et, cx + dy + ft,t) = (z/,y/,t'). To je vdak v zhode
s (30.10). Nech Og = (0,0), Ag = (x,y) st vlastné body. Je zrejmé, Ze nevlastny bod priamky OA je
Xy = (amyv, 0). Preto aX je nevlastny bod obrazu priamky OA v afinite a, t.j. X’ je nevlastny bod priamky
aOaA. Ked O' = a0, A’ = aA, potom zrejme

Op=(e,f), Ap=(ax+by+te, cx+dy+f),

takze O'A'g = (az + by, cx + dy) t.j. X} = (az + by, cx + dy, 0) je nevlastny bod priamky O’A’. Opét je to
v zhode s (30.10), kde je uplatnené t = 0.

Dosledok 30.22 Projektivne rozsirenie kaZdej afinity je kolinedcia.

Obratene,

Veta 30.23 Afinné ziZenie projektivnej transformdcie, ktorej nevlastnd priamka je samodruznd je afinita na
Es.

Dokaz. Nech a je kolinedcia, ktora zobrazi kazdy nevlastny bod na nevlastny. Nech A, B, C s kolinearne afinné
body, po dvoch rézne a nech D je nevlastny bod priamky AB. Potom pre obrazy A’, B',C’, D' bodov A, B,C, D
v a plati (ABCD) = (A'B'C'D’) a kedze (ABD) = (A'B'D’) = 1 z Vety 30.12 dostédvame (ABC) = (A'B'C").
Deliaci pomer je invariant afinného ziizenia kolineacie «, preto je to afinita.

Uréenost kolineacie
Lema 30.24 Ak P, = (z;,y;, t;), P; = (x;,y;7t;) i =1,2,3 st dve trojice nekolinedrnych bodov, tak kolinedcia,
ktorej matica je

’

—1

1 Y1 t1 kl 0 0 x/l y,l t:l
F=1 22 y2 to 0 k O Ty Yy to |,
T3 Y3 t3 0 0 ks T3 ys g

kde ki, ks, ks st lubovolné nenulové skaldry, zobrazi bod P; na Pi' pre vsetky i = 1,2, 3.

Dokaz. Obrazy Pi/ = (x;, y;, t;) bodov P; = (x;,y:,t;) v kolinedcii danej maticou F' su riadky matice
1 oy ot 1 oy ot Tyt kt 0 0 ]
Ta Yo ta | F=| 22 y2 t2 Ta Y2 ta 0 k O 9 Yo ty | =
T3 Yz 3 T3 Y3 t3 T3 Y3 t3 0 0 ks 3 U tg

R\

1y/1 131

AR



54

klx; k‘ly; k‘ﬂf,l
k‘2$2 k2y2 k2t2

7 tejto lemy vyplyva, ze existuje oo mnoho kolineacii, ktoré zobrazia vsetky vrcholy jedného daného trojuholnika
na vrcholy druhého daného trojuholnika.
Stvoricu bodov, v ktorej st kazdé tri body nekolinedrne nazyvame stvorroh.

Veta 30.25 Ak P, = (zi,yi,t;), P = (x;,y;,t;), 1 =1,2,3,4 si dva Stvorrohy, tak existuje jedind kolinedcia,

3

ktord zobrazi bod P; na Pi/ pre vsetky © = 1,2, 3, 4.

Dokaz. Nech kolineacia, ktord zobrazi bod P; na Pi/ pre vetky i = 1,2, 3 ma maticu F' (z predoslej lemy). Kedze
bod Py sa zobrazi do Pzi, tak pre nejaké kg # 0

71 ’ ’ ’
, , , r1 Y1 tl kl 0 0 .’1?/1 y/1 t/l
ka( 2y yy ty )=(2a wa ta)| 22 12 to 0 k2 O Ty Yy o
T3 Yz 3 0 0 ks Ty Y3 g
odkial
’ ’ ’ -1 —1
k‘4(l‘4 Ya t4) Ty Yoy 1o =($4 Y4 t4) To Y2 To 0 k O
Ty Y3 1y T3 Y3 t3 0 0 ks
t.j.

'92 f _‘ v 'y,l O

Us Ty vs g vy 1o

’ ’ t X t X t

ka/ D! t | %2 % N I e N I

(ka/ 4)(954 Ya 4) ‘95/3 t?) 7 t:; 7 t?

‘x? o 'x,l ul oy

T3 Ys T3 Ys Lo Y2

-1

1 Y1 tl kl 0 0
(24 ya ta )| 22 y2 t2 0 ko O
x3 Ys 13 0 0 ks

kde D), resp. D, je determinant matice, ktorej riadky st body Py, Py, Pj, resp. Pi, Py, Ps. Ked oznaéime

’ ’ ’ ’ ’ ’ x4 y4 t4
I Yo t2 / Ty t2 / To Yo / 7 h
a1 = QC4 7 7 — Yy 7 7 + t4 7 7 J]2 y2 t2
Ys U3 T3 U3 T3 Y3 g iy
T3 Yz 13

! !
Ty Yg ty

/ _ ! !
ay = =l Y
T3 Yz i3
Ty Ya 1y
as = =lx1 y1 U

To Y2 2
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dostaneme
kk 0 O
k4(D4/Dﬁl)( ay; Qo9 Gag )Z ( a; a2 as ) 0 k‘g 0
0 0 k3

kde af, a,al, a1, az, as st rézne od nuly; tejto rovnici vyhovuju nenulové skaldry ki, ko, ks, ky :

/ /
=" =2 =%k, =D,/D,.
aq a9 as

T4éto veta hovori, ze kazdd kolinedcia je jednozna¢ne urcéend dvomi stvorrohmi (priradenie je: prvy bod sa zobraz{
do prvého, ...) a zdroven (jej dokaz) ukazuje ako sa néjde matica kolinedcie danej stiradnicami vrcholov dvoch
Stvorrohov.

Afinnd grupa roviny Fs je izomorfnd s podgrupou projektivnej grupy, tvorenej vSetkymi kolinedciami o matici
tvaru (30.9) alebo jej nenulovych ndsobkov.

Veta 30.26 (ngpova) Nech Ly, Ly, L3, Ly st navzdjom rozne priamky prechddzajice bodom S. Nech P; € L;,
i=1,2,3,4 (vid obrdzok) si navzdjom rézne body priamky L. Ked

L3y = k1L + koL, Ly=m1Ly +maLs

potom (P1P2P3P4) = (ka/kjl)/(mg/ml)

Dokaz. Nech
Py=71P +roPs, Py=qP+qhbs.

Kedze P; € Ly = P;LT = 0 pre vietky i = 1,...,4, tak

0 = Png: = (7“1P1 + 7“2P2)(]€1L1 + k‘ng)T = (7“1P1 + TQPQ)(le{ + ]{JQL;) =
= ki PLLT 4 ko PLLY + roky PoLT + roko Pyl = ri ko PLLY 4 1ok PLLT

odkial riko/roky = —PoLT /P LY. Analogicky odvodime qyms/qemi = —P,LT /P, LY. Porovnanim ostatnych
dvoch rovnosti dostavame (kq/k1)/(me/m1) = (ro/r1)/(q2/q1). Cislo (k2/k1)/(m2/m1) nazyvame dvojpomer
Stvorice navzdjom roznych priamok patriacich nejakému zvizku a oznacujeme (L1LoL3Ly).

Tudto vetu mozno struénejsie (ale aj Voinejéie) formulovat aj takto:

Désledok 30.27 Stredovym premietanim sa dvojpomer nemend.

Definicia 30.28 Neidenticki kolinedciu, ku ktorej existuje priamka, ktorej kazdy bod je samodruzny, nazgvame

perspektivna kolinedcia (tito priamku nazgvame os perspektivnej kolinedcie).

Dokaz Désledku 30.27 mozno urobit aj tak, ze definujeme perspektivnu kolineéciu, ktorej stred je stred premie-
tania a os prechadza priesecnikom priamky a jej stredového priemetu.
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Cvicenie
30.1 Nech ziadne tri z bodov P, @, R, S nelezia na jednej priamke a nech A =RQNPS, B=RPNQS,
C=PQNAB, D=ABNRS. Dokazte, ze A, B,C, D je harmonicka Stvorica bodov.

30.2 Dokézte, ze ked tri navzéjom rézne body priamky L st samodruzné body kolinedcie o, potom kazdy bod
priamky L je samodruzny.

30.3 Dokéazte, ze kazdd priamka a jej obraz v perspektivnej kolinedcii su totozné alebo sa pretinaju na osi tejto
kolineacie.

30.4 Dokézte, ze kazdd kolinitnd priamka (prechédza bodom a jeho obrazom, ak si rozne) perspektivnej ko-
lineacie je samodruzna.

30.5 Dokézte, ze priesecnik dvoch roznych kolinitnych priamok perspektivnej kolineédcie je samodruzny bod.

30.6 Dokézte, ze vetky kolinitné priamky perspektivnej kolinedcie patria zvéizku priamok (jeho stred nazyvame
stred perspektivnej kolinedcie).

30.7 Dané st navzajom rozne kolinedrne body A, A’, S a priamka N neprechddzajica ziadnym z bodov A, A’.
Dokézte, ze existuje jedind perspektivna kolinedcia « so stredom S a osou N, ktord zobraz{ A — A’ (taku
kolinedciu budeme oznacovat (N, S, A — A’).

30.8 Nech S je nevlastny bod, N nevlastnd priamka a « kolineacia ako v cvi¢eni 7. Dokéazte, ze afinné zuzenie
kolinedcie « je posunutie na Fs.

30.9 Nech S je vlastny bod, N nevlastnd priamka a a kolinedcia ako v cviceni 7. Dokdzte, Ze afinné zuzenie
kolinedcie « je rovnolahlost na Fs.

30.10 Dokazte, ze afinné ziazenie perspektivnej kolineacie s nevlastnym stredom a vlastnou osou je perspektivna
afinita.

30.11 Nech S je nevlastny bod, N vlastna priamka. Dokéazte, ze afinné ztizenie perspektivnej kolinedcie o s osou
N a stredom S je homoldgia, ak S ¢ N a eldcia, ak S € N.

30.12 Nech A, B,C, S resp. A’,B’,C’, S st také dva rozne Stvorrohy, ze A, A’, S, resp. B, B’, S, resp. C,C", S,
s tri trojice kolinedrnych bodov a nech « je kolinedcia, ktord zobrazi A — A’, B— B’, C+— C', S +— S.
Dokézte, ze

a) ked D=ABNSC, D' = AB' nSC, potom a(D) = D’
b) ked E = ABN A'B’, potom a(E) = E

¢) ked F = BCNB'C" a G =ACNAC, potom a(F) = F, a(G) = G, body E, F,G st kolinedrne a
kazdy bod priamky FF je samodruzny

d) plati Desarguesova veta
e) « je perspektivna kolinedcia.

30.13 Nech A, B,C, D su styri kolinedrne navzdjom rozne body a nech A’, B’,C’ su tri kolinedrne navzdjom
rozne body. Zostrojte (pravitkom a kruzidlom) bod D tak, ze (ABCD) = (A’B'C'D’).

30.14 Nech ABCD, ABCD’ sti dva Stvorrohy a nech E = CD’NBD. Dokaite, ze st¢in perspektivnych kolinedcif
Y(AB,C,E — D"), a(AC, B, D — E), zobrazi stvorroh ABCD na ABCD'.

30.15 Dokazte, ze kazda kolinedcia RP,— RP, je su¢inom nie viac ako piatich perspektivnych kolineacii.

30.16 Ak ku priestoru F5 pridame nevlastné body vsetkych priamok priestoru F3, dostaneme projektivny priestor
RP;5 (technika prevedenia je analogickd ako pri vytvoreni RP). Nech N, M st rozne projektivne roviny
priestoru RPs, P, S body neleziace v ziadnej z nich. Nech 7 : M—N, p : N—M su stredové premietania
so stredmi P, resp. S. Dokazte, ze wp : N—N je perspektivna kolineacia.
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KUZELOSECKY

31 Definicia kuzelosecky

Rovinnym rezom rotacnej kuzelovej plochy je kuzelosecka; ak rovina rezu prechédza vrcholom kuzelovej plo-
chy, rezom je jedna priamka alebo zjednotenie dvoch réznobeznych priamok. Rovnica kuzelosecky, ktord je
zjednotenim priamok x+4y-3t=0, 5x-4dy+7t=0 je

(x + 4y — 3t)(bx — 4y +Tt) =0, t.j. 5z + 162y — 16y — 8wt + 40yt — 21t> = 0
a to je Specidlny pripad rovnice

a11m2 + 20,121'y + a22y2 + 2(113£Ct + 2a23yt + (lggtz = 0. (311)

Ak polozime a;;, = ay;, pre véetky i,k = 1,2, 3, tiito rovnicu mozeme prepisat do tvaru

x(ano: —+ a2y —+ algt) + y(aglx =+ a2y =+ a23t) + t(agll‘ + asay =+ a33t) = 0 (312)
¢o pomocou matic je
XKXT =0, (31.3)
kde X je matica (z y t) a

ai1  aiz2 a13
K= az1 QA22 Q23 (314)
aszr azz2 ass

Rovnicu (31.1) piseme skratene v tvare

f(z,y,t) =0.

Definicia 31.1 Nenulovii symetricki maticu (31.4) (nad polom R), nazjvame kuzelosecka. Dve kuzelosecky
povazujeme za totoZné, ked jedna je nenulovj ndsobok druhej. Hovorime, Ze bod P = (p1,p2,p3) € RPy je bodom
kuzelosecky K, ked PKPT = 0; ak P je vlastny bod kuzelosecky K, tak je jej afinny bod. Determinant matice
K nazjvame determinant kuzelosecky K. Kuzelosecka je reguldrna, ked md aspori jeden bod a jej determinant je
rézny od nuly. Rovnicu (81.3) nazgvame maticovd rovnica kuzelosecky K.

Existuji kuzelosecky, ktoré nemaji ani jeden bod, majui préve jeden bod alebo st zjednotenim dvoch priamok
(aj totoznych), ostatné kuzelosecky sui reguldrne.

Obrazom kuzelosecky K v kolinedcii danej maticou M nazyvame kuzelosecku M 1K (M—HT.

Veta 31.2 Bod X lezi na kuzelosecke K prdve vtedy, l<:ea:7 jeho obraz v lubovolnej kolinedcii lezi na obraze
kuzelosecky K v tejto kolinedcii (t.j. incidencia bodu a kuZelosecky je invariantom kazdej kolinedcie).

Dékaz. Nech kolinedcia je dand maticou M a nech bod X lezi na kuzelosecke K, potom

XeKe0=XKX"=XMM'K(XMM Y =X'"M'KM H'XT = X' ¢ K
32 Prienik priamky s kuzeloseckou

Ak P, = (z;,y:,t:) a Pj = (x5,y;,t;) si body a K kuzelosecka, tak definujeme
PEP = fiD).
Kedze f(9) je skaldr, f0)T = f) takze (P, KPI) = (BKPIT = P,K"Pl' = P,K P}, odkial

f(ij) — f(ji)_
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Veta 32.1 Ked X = k1P, + ko Py, potom
FX) = XKXT = 200 4 ok ey f012) 4 222, (32.1)
Dokaz.
XKXT = (kP + koPy)K (ki Py 4 koPo)T = (k1 Py + ko Py) K (ky PT + ko PT) =
= (k1 Py + ko Py) (ki KPT + ko KPT) =
= kikyPLKPT + kyky PoKPT + ko PyK PY + koko PyK PT =
k2 fOD 4 2k ko fO2) + k3 22,

Hladajme priesecniky projektivnej priamky L (urcenej bodmi Pi(z1,y1,t1) # Pa(2,92,12)) s kuzeloseckou
(31.1), t.j. s kuzeloseckou K, ktorej maticova rovnica je X KX7T = 0.

Podla (32.1)

K20 9k by fO2) 4 k273D = 0. (32.2)

Ak nenulové riesenie ki, ko tejto rovnice dosadime do rovnic priamky P;P,, dostaneme hladané priesecniky.
Pocet tychto prieseénikov zavisi od diskriminantu D = 4((f(12)2 — (1) f(22)) kyvadratickej rovnice (32.2):

ak D <0, priamka L nepretina kuzelosecku K v ziadnom bode,
ak D =0, priamka L pretina kuzelosecku v jednom bode alebo

(v pripade, ked 1) = r(12) — £(22) — 0) je jej podmnozinou,
ak D >0, priamka L pretina kuzelosecku K vo dvoch réznych bodoch.

(32.3)

To znamend, ze ak priamka nie je podmnozinou kuzelosecky, tak ju pretina najviac vo dvoch bodoch.

Typ kuzelosecky
Nevlastné body kuzelosecky (31.1) st body prieniku nevlastnej priamky (0 0 1) s kuzeloseckou. Tretia stiradnica
kazdého nevlastného bodu je 0, t.j. ¢ = 0, preto z rovnice (31.1) méme

a1122 4 2a102y + agy® =0 (32.4)

Mnozina vsetkych bodov (z,y,0), ktoré vyhovuji tejto rovnici, je mnozina vSetkych nevlastnych bodov
kuzelosecky (31.1). Ak a11 = a1z = a2 = 0 tak, nevlastnd priamka je podmnozinou kuzelosecky K. Ak
a11, 012, G2z nie su sicasne rovné nule, tak rovnici (32.4) nevyhovuje kazdy bod nevlastnej priamky. Riesme
rovnicu (32.4). Vydelenim tejto rovnice s y? dostaneme kvadratickd rovnicu

x x
a11(=)% 4+ 2a12~ + agz = 0,
Yy Yy

ktorej korene si

p)
x _ —aip £ /a3y — ai1.a22

Yy a11

To znamens, 7e ked a1 # 0 nevlastné body si

P = (—ai2 + v/ —As3,a11,0),
Py = (—a12 — /—As3,a11,0),

a ked asy #0
P = (age, —a12 + v/ —As3,0),
Py° = (ag, —a1a —\/—As3,0),
kde

2
A33 = a11.-022 — Aq9

nazyvame diskriminant k‘@ézvelvosecvky (31.1) (je to minor matice (31.4)). Pocet nevlastnych bodov zdvisi od exis-
tencie /—Agzg, preto kuzelosecka (31.1) mé
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(i) dva rézne nevlastné body, ak As3 <0
(ii) jeden nevlastny bod alebo priamku nevlastnych bodov, ak Ass =0
(iii) nemd ani jeden nevlastny bod, ak Ass > 0.

Kuzelosecku s dvomi nevlastnymi bodmi nazyvame kuzelosecka typu hyperbola, s jednym nevlastnym bodom
alebo s priamkou nevlastnych bodov typu parabola a kuzelosecku, ktord nemé ani jeden nevlastny bod nazgyvame
kuzelosecka typu elipsa. Ak z projektivnej kuzelosecky (31.1) vynechdme vsetky nevlastné body, dostaneme jej
afinné zuzenie

a11x2 —+ 2a12xy + (122y2 -+ 2@131’ -+ 2(123y + ass — O, (325)
ktoré nazyvame afinnd kuzelosecka.

O afinnom zdzeni projektivnej kuzelosecky typu hyperbola (resp.v parabola, elipsa) hovorime, ze tiez je typu
hyperbola (resp.vparabola, elipsa). Ak P> je nevlastny bod kuzelosecky (31.1), hovorime, ze P je nevlastny
bod afinnej kuzelosecky (32.5)

Priklad 32.2 Urcte typ a nevlastné body afinnej kuzelosecky
K :42% + 202y + 25y — 4z — 10y + 1 = 0.

RieSenie. Asz = 4.25 — 100 = 0. Kuzelosecka K ma teda prave 1 nevlastny bod P>(—10,4,0) = (=5,2,0); K
je typu parabola.

Regularnu kuzelosecku typu elipsa, parabola, hyperbola nazyvame v poradi elipsa, parabola, hyperbola. Zrejme,
typ kuzelosecky je invariantom, kazdej afinity.
Cvicenie

32.1 V E je dand priamka L : x = —%, bod F' = (£,0), p# 0 a kuzelosecka

0 0 —p
K= 0 1 0
—-p 0 0

Dokézte, ze K je parabola o rovnici y? = 2pzt a
{X € By; [FX|=LHX}={X(z,y) € Ey; y* = 2pa}
(vsetky sdradnice st v ortonormdlnom repére).

32.2 V E5 st dané body F(e,0), E(—e,0), e > 0 a také realne ¢islo a, ze a > e; nech e? = a? — b? a nech

kuzelosecka
2 0 0
K = 0 a? 0
0 0 —a?b?

Dokazte, ze K je elipsa a
22y
{X € By |BX|+|FX| =20} = {X(2,9) € By 5+ =1}

(vsetky stradnice st v ortonormélnom repére).

32.3 V E; st dané body E(—e,0),F(e,0), e > 0 a kladné redlne &fsla a,e,a < e; nech €2 = a? + b? a nech

b

kuzelosecka
b2 0 0
K=| 0 —a? 0
0 0 —a?b?
Dokazte, ze K je hyperbola a
2?2
{X € By |[EX| — |FX| =42a} = {X(z,y) € Ez;ﬁ R 1}

(vSetky sdradnice st v ortonormdlnom repére).
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33 Dotycnice a singuldrne body kuzelosecky

Hovorime, ze priamka L je dotycnicou kuzelosecky K, ak LNK je jeden bod alebo L C K; v tom pripade, hovorime

tiez, Ze afinné zizenie priamky L je dotyénicou afinného zizenia kuzelosecky K. Dotyénicu kuzelosecky v jej

nevlastnom bode nazgvame asymptota tejto kuzelosecky. Bod P nazyvame singuldrny bod kuzelosecky K, ked
K = (00 0). Je zrejmé, ze ked P je singuldrny bod kuzelosecky K, tak P je jej bodom, je totiz PKPT = 0.

Veta 33.1 Ak bod P lezi na kuzvelioseéke K, tak priamka P K je dotycnica kuZelosecky K prechddzajica bodom
Py alebo Py je singuldrny bod kuZelosecky K.

Dékaz. Nech P; nie je singuldrny bod kuzelosecky K. Potom P, K # (000) a tak P K = L je priamka. Ak
Pyc Lty 0=LPI = PLKP] = f02 tak D = 4((f1%))2 — D 22)) = 0 a teda L je dotycnica;

Bod P(z,y,t) je singuldrny bod kuzelosecky K préve vtedy, ked je riesenim maticovej rovnice PK = (0 0 0), t.j
stustavy linedrnych homogénnych rovnic

ane+apy+azt = 0
ao1T + agey +asst = 0 (33.1)
a31x + az2y +azzt = 0

Je zrejmé, ze
(000)=PK = (000)(M Y =PMM KM YT = (000)=(PM)M KM
¢o znamend, ze kolinedcia zobrazi singuldrny bod na singularny bod.
7 rieSenia ststavy linedrnych homogénych rovnic vyplyva, ze kuzelosecka nemé ani jeden singuldrny bod (ak je
naviac nepréazdna, je reguldrna) alebo m4 jeden singuldrny bod alebo mé priamku singuldrnych bodov (vtedy

hovorime, 7e je singuldrna.) Zrejme, kuzelosecka je singuldrna prave vtedy, ked determinant matice kuzelosecky
sa rovna 0.

Veta 33.2 Kuzelosecka md 0,1 alebo priamku singuldrnych bodov, ak hodnost jej matice je v poradi 3, 2, 1.
Priklad 33.3 Urcte singuldrne body kuzelosecky
K : 32% 4 l4xy — 5y* + 2xt + 26yt — 5t* = 0.

Riesenie. Nech X = (,y,1) je singuldrny bod kuzelosecky K. Potom XK = (0 0 0) a to znamend, ze mnozina
vetkych singuldrnych bodov kuzelosecky K je mnozina vSetkych rieSen{ ststavy linedrnych rovnic ):

3z +Ty+1t = 0
Tr—5y+13t = 0
r+13y—5t = 0.

Determinant tejto sustavy je determinant kuzelosecky K (pozri (31.4)); ten musi byt rovny nule, aby existoval
asponi jeden singuldrny bod. Lahko sa overi, Ze det K = 0 a hodnost matice ststavy je 2, preto existuje jediny
singuldrny bod, je to bod (—3,1,2).

Kazd4 singuldrna kuzelosecka je bud bodom alebo je zjednotenim priamok (vtedy hovorime, ze kuzelosecka sa
rozpadd na priamky). Skutocne, nech Py je singuldrny bod a nech P, # P; je Iubovolny bod kuzelosecky K
Potom priamka PP, je dotyénica, ktord ma s kuzeloseckou asponn body P, # P; spoloéné, preto priamka
PP, C K, ¢ize K je zjednotenim priamok, ktoré prechddzaji bodom P;. Takych priamok je menej ako tri; ak
by boli aspon tri, tak Iubovolnd priamka neprechddzajica bodom P; by pretinala tieto priamky a teda aj K
v aspoii troch bodoch a bola by jej ¢astou, teda K by bola celd rovina a to nie je mozné, lebo matica K nie
je nulovd. Tym je tiez dokazané, Ze vietky priamky, na ktoré sa kuzelosecka rozpadd, prechadzaji kazdym jej
singularnym bodom.
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Priklad 33.4 Dany je lubovolng bod Py projektivnej roviny a kuzelosecka

1 1 1
K=|111
1 1 1
Dokdzte, e kazdd priamka prechddzajica bodom Py je dotyénica kuzelosecky K.

Riesenie. Dokaz vyplyva z faktu, ze K je priamka (z +y + t)? = 0.

Veta 33.5 Nech Py je taky bod kyzvelvoseéky K, ze kazdd priamka nim prechddzajica je dotycnica kuzelosecky K.
Potom Py je singuldrny bod kuZelosecky K.

Dékaz. Zrejme fUD = 0. Nech P,K # (0 0 0); potom P K je priamka a Py P je doty¢nica kuzelosecky K, pre
kazdé P, rozne od Py. Preto (f(12))2 — f(D £(22) — 0, odkial (12 = 0t.j. PLKPJ =0, ¢ize bod Py lezi na P K
a tak RP, C P K, t.j. RP;, je priamka, ¢o nie je pravda.

Veta 33.6 Na kazdej priamke, ktord je podmnoZinou kuzelosecky, lezl asponi jeden singuldrny bod tejto
kuzelosecky.

Dékaz. Nech priamka L je podmnozina kuzelosecky K a nech Py, P, sd rozne nesinguldrne body priamky L.
Potom Py K, P,K st priamky, totozné s priamkou PP, (je totiz PLKP] = 0, PLKPl = 0, RKPl = 0,
P,KP] = 0 vid 32.3). Preto existuje k # 0 tak, ze PLK = kP,K, odkial (P, — kP,)K = (0 0 0) a teda
(P) — kP) je singularny bod.

Dosledok 33.7 Ak existuje priamka, ktord je podmnozinou kuzelosecky, tak kuZelosecka je singuldrna.
Priklad 33.8 Napiste rovnice asymptét afinnej kuzelosecky
K : 482% + 32zy — 12y — 176z — 76y + 105 = 0.

Riesenie. Najprv najdeme nevlastné body. RieSime kvadraticki rovnicu
2\’ x
48 () +32——-12=0.
Y )

Jej korene st
v —2+/13
y 6 7
nevlastné body su
PX(—2+/13,6,0)  Ps°(—2—/13,6,0).

Dotyénice v tychto bodoch st hladané asymtoty. NapiSeme najprv maticu danej kuzelosecky

48 16 —88
-16 —-12 —-38
—88 —38 105

Prva asymtota je teda doty¢nica v bode Pf°:

PK = (48V13 — (40 +16V13) — (52 +88V/13)).
Podobne uré¢ime druhit asymptotu

PK = (-12V/13 — (10 —4V13) — (13 —22V13)).
Priklad 33.9 Napiste rovnice priamok, na ktoré sa rozpadd kuzelosecka

322 + ldxy — 5y* + 22 + 26y — 5 = 0.
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Riesenie. Najprv ndjdeme singuldrne body. Riesenim rovnic (33.1) zistime, ze P(—3,1,2) je jediny singuldrny
bod danej kuzelosecky. Jej nevlastné body si Pp°(1,3,0), P2°(5,—1,0). Priamky PPy, PP, ktorych rovnice
uréime podla (30.1), st priamky, na ktoré sa kuzelosecka rozpadd:

x y

PP :| -3 1 2|=0 t.j. 3r—y+5=0
1 3 0
T y ot

PPy :| =3 1 2|=0 t.j. rz+5y—1=0.
5 -1 0

Priamym vypoétom mozno overif, ze siéin rovnic priamok PP;, PP, je rovnica danej kuzelosecky (alebo jej
nésobok).

Uloha 33.10 Dokdzte, ze priamky, na ktoré sa kuzelosecka rozpadd, si jej asymptoty. Dokdzte, Ze obrdtené
turdenie neplati.

Uloha 33.11 Dokdzte, ze kuzelosecka, ktord md aspori dva rozne singuldrne body je priamka.

legha 33.12 Dokdzte, e kuzelosecka sa rozpadd na dve rézne priamky (resp. na jednu priamku) prdve vtedy,
ked hodnost jej matice je 2 a md aspon jeden nesinguldrny bod (resp. hodnost jej matice je 1).

Uloha 33.13 Dokdzte, ze afinnd kuzelosecka sa rozpadd na dve réznobeiné (resp. rovnobeiné) afinné priamky
prave vtedy, ked je singuldrna a md 2 rézne nevlastné body (resp. jeden nevlastny bod).

Uloha 33.14 Dokdste, ze singuldrna kuzelosecka je bud jeden bod, jedna priamka alebo dve rézne priamky.

Cvicenie
33.1 Dand je kuzelosecka 922 — 43> = 36. Uréte jej asymptoty a urcte dotycnice v bodoch (3,0,1),(-3,0,1).
Uréte rovnice jej doty¢nice rovnobeznej s priamkou 7z 4+ 2y — 1 = 0. Kolko je takych dotycnic ?

33.2 Overte, Ze kuzelosecka o rovnici (az + bt)? + (cy + dt)?> = 0 (nie vietky a, b, ¢, d st nuly), je singuldrna.
33.3 Dokéite, ze kuzelosecka, ktorej kazdy bod je jej singuldrnym bodom je bod alebo jedna priamka.

33.4 Nech K je afinna singularna kuzelosecka. Dokézte, ze existuje réper roviny Fs a redlne ¢&isla a, c tak, ze K
mé v tomto répere jednu z rovnic

2+ =0, y*—-c*=0, a*2*—y*=0.

34 Polarne vlastnosti kuzeloseéiek

Polara, pdl

Polérne vlastnosti kuzelose¢iek pouzijeme na definicie takych dolezitych pojmov, ako sd stred, osi, priemery,
ohniska ... kuzeloseciek.

Lema 34.1 Dany je bod P, a kuzelosecka K tak, e P, ¢ K. Ked Ps je taky bod, ze priamka Py Py pretne K vo
dvoch bodoch Q1,Q2 a (P1PyQ1Q2) = —1, potom Py lezi na priamke P K.

Dékaz. Nech Q1 = k1 Py + koPs. Z rovnosti (P P2Q1Q2) = —1 vyplyva Q2 = k1 P1 — ko Ps, pricom kike # 0. To
znamena, ze

o

K2 FOD 4 2k ko fO2) 4+ B3 £ =
K20 40k (—ky) fI2) 4 (—ko)2f2 = 0.

Odéitanfm tychto rovnic dostaneme 4k ko f(12) = 0, odkial f(*?) =0, ¢ize PLKP] =0 a teda P, € P K.

()
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Definicia 34.2 Dand je kuzelosecka K a bod Pi. Priamku L = PyK nazjvame polara bodu P, a bod P; pdl
priamky L (vzhladom na kuZelosecku K ).

Veta 34.3 Polarita je invariantom kaZdej kolinedcie (t.j. ak Py je pdl priamky p; vzhladom na kuzelosecku K,
tak to plati aj pre ich obrazy v kazdej kolinedcii.

Dokaz: Nech kolineacia « je dand maticou M. Potom

a(PLK) =P KM Y =(PLMM'K(M 1T = aPaK

7 Vety 33.1 vyplyva, Ze polara bodu, ktory lezi na kuzelosecke je dotyénica kuzelosecky v tomto bode.
Priklad 34.4 Dand je kuzelosecka 1% — 2zy — y? — dat + 6t2 = 0. Vypoéitajte rovnicu poldry bodu P; (2,1,-1).

Riesenie. Najprv uré¢ime maticu danej kuzelosecky:

1 -1 -2
K= -1 -1 0
—2 0 6

Dalej vypocitame stcin matic Py K = (3 —3 —10), rovnica hiadanej poléry je 3z — 3y — 10t = 0.

Priklad 34.5 Vypocitajte siradnice pdlu nevlastnej priamky, ak je dand kuzelosecka

2 2
K;%+%—t2=o, a#0%#b.

Riesenie. Rovnicu kuzelosecky upravime na tvar b2z2 + a?y? — a2b*t? = 0; jej matica je

2 0 0
0 a? 0
0 0 —a%b?

Ak nevlastnd priamka je polara bodu P(x,y,t), tak PK = (00 k), k # 0, preto stiradnice (x,y,t) plu nevlastnej
priamky st riefenia sistavy rovnic bz = 0, a?y = 0, —a?b?*t = k. Jediny bod, ktory vyhovuje tejto stistave je
(0,0,1). Teda zaciatok répera roviny Es je pélom nevlastnej priamky.

Zdruzené polary

Nech ziadny z bodov Py, P> nie je singuldrny bod ku2e10§eéky K. Potom bod P; lezi na poldre bodu P prave
vtedy, ked PLKP] =0« f(12) =0 t.j. prave vtedy, ked f?) =0 < P,KP{ t.j. ked P, lezi na polare bodu
P,. 7 toho vyplyva

Veta 34.6 Poldra (ak existuje) bodu leziaceho na poldre bodu Py, prechddza bodom Py. Poldra bodu Py obsahuje
body dotyku, véetkych dotycnic kuzelosecky prechddzajicich bodom Pi.
Hovorime, ze dve polary si zdruZené poldry , ak pdl jednej z nich inciduje s druhou z nich.

Priklad 34.7 Dand je kuzelosecka a bod P; ako v Priklade 34.4. Uréte dotycnice kuzelosecky, ktoré prechddzaji
bodom P;.

Riesenie. Dotykové body st prieseéniky kuzeloseéky s poldrou bodu P;. Riesime preto sistavu rovnic

3r—3y—10t = 0
z? —2xy —y? —dat +6t> = 0.

Pretoze t = 0 implikuje # = y = 0, moézme polozit ¢t = 3. Potom z = y 4+ 10 dosadime do rovnice kuzelosecky a
dostaneme rovnicu y? + 6y — 17 = 0. T4 m4 korene —3 % /26, preto
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A1(T4V26,-34+/26,3)  Ax(7 — /26,3 — /26,3)

st dotykové body. Hladané dotycnice st priamky Py Aq, P;As, ktorych rovnice st

V26 — (13 4+v26)y — (13 — V26)t =
V262 — (13 — V26)y — (13 +V26)t =

Priesecéniky poléry bodu P; s kuzeloseékou mozno nédjst aj nasledovne. Na poldre zvolime dva body, povedzme
Q1(1,1,0), Q2(5,—5,3). Vypocitame f11) = -2 f(02) =4 f(22) — 44, Potom riesime rovnicu (32.2): —2k7 +
8k1ko + 44k3 = 0. Jej korene ky : ka = 2 4+ /26 dosadime do rovnice A = k1Q1 + k2Q2 a dostaneme dotykové
bOdy Al, Ag.

Priklad 34.8 Dand je afinnd kuzelosecka y> —2px = 0, p # 0. Dokdzte, Ze poldra lubovolného nevlastného bodu
prechddza bodom (1,0,0). Vypocitajte rovnicu dotyénice rovnobeinej s priamkou 3z + 2y — 1 = 0.

Riegenie. Nech @ = (a,b,0) je Iubovolny nevlastny bod. Jeho poldra je urcend rovnicou QKXT = 0. Rovnica
projektivneho rozsirenia danej afinnej kuzelosecky je y? — 2pxt = 0; jej matica je

0 0 —p
0 1 0
—-p 0 0

Hladan4 poldra bodu Q = (a, b,0) je by — apt = 0; na nej zrejme lezi bod (1,0,0). Nevlastny bod danej priamky
je P(2,-3,0). Urcit rovnicu hladanej dotyénice znamend néjst dotyénicu kuzelosecky K prechadzajicu bodom
P. Dotykové body st prieseéniky kuzelosecky s poldrou bodu P; podla prvej ¢asti tohto prikladu 3y + 2pt = 0
je rovnica tejto polary a té pretina dant kuzelosecku v bodoch A(1,0,0), B(2p, —6p,9). Priamky PA, PB si
hiadané dotyénice; z nich len PB je afinng priamka, ktorej rovnica je

T y t
2 -3 0|=0, tj. 92x+6y+2p=0
2p —6p 9

Priklad 34.9 Dokdste, ze nevlastnd priamka sa dotyka kuzelosecky y? — 2pxt =0, p # 0, v bode (1,0,0).
Dokaz. Vyplyva z prikladu 34.8.

Priklad 34.10 Dokdzte, ze priamky t = 0, 3y + 2pt = 0 st zdruzené poldry kuzelosecky y? — 2pxt =0, p # 0.
Dokaz. Pouzit priklady 34.8 a 34.9.

Cvicenie

34.1 Dand je kuzelosecka K : x2 + xy — 6y + 4t> = 0. Urécte jej asymptoty, pél nevlastnej priamky a dotyénice

prechddzajtice bodom Pi(1,2,3). Urcte dotyénice afinného ztizenia kuzelosecky K rovnobezné s priamkou
x = 0. Vypocitajte rovnice dotyénic kuzelosecky K prechidzajicich bodom (0,/6,3).

34.2 Dokézte, ze polara lubovolného nesinguldrneho bodu prechddza kazdym singuldrnym bodom kuzelosecky.

34.3 Nech K je singuldrna kuzelosecka a L priamka neprechédzajica ziadnym jej singularnym bodom. Dokézte,
ze pol priamky L neexistuje.
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35 Metrické vlastnosti kuzeloseciek

Stumernost kuzeloseciek

Ak v Ej stredova (resp. osova) stimernost so stredom S (resp. osou L) je symetria titvaru U, hovorime, ze S je
stred simernosti (resp. L je os stmernosti) dtvaru U.

Nech S-vlastny bod je stred kuzelosecky K, X Iubovoiny bod nevlastnej priamky. Nech K N'SX = = {X, X'},
X # X’ anech S, X st navzdjom rozne body (vid obrazok).

xlIl

X

Potom 05X = X', preto (X'XS) = —1 a podla prikladu 30.7 aj (X' XSX>) = —1. Podla definicie 34.2 a Lemy
34.1 poldra bodu X prechadza bodom S. Teda poléra lubovolného bodu nevlastnej priamky prechddza stredom
S kuzelosecky K preto S je pol nevlastnej priamky.

Definicia 35.1 P4l nevlastnej priamky nazjvame stred kuzelosecky.
Priklad 35.2 Vypocitajte siradnice stredu S kuzelosecky (31.1).

Riesenie. P4l X nevlastnej priamky je rieSenie maticovej rovnice XK = (0 0 k), kde k # 0 je vhodné reélne
¢islo, t.j. je také riesenie stustavy linearnych rovnic

anz +appy +agt = 0
35.1

a91® + agy +azt = 0 (35.1)
Ze a31T + as2y + asst 7é 0.

Ak kuzelosecka nie je vsingulérna, existuje jediny stred S(As;, —Asa, Assz), kde A;x je minor matice kuieioseéky
(31.1); reguldrna kuzelosecka m4 vlastny stred ak Ass # 0.

Priklad 35.3 Dokdste, ze bod (0,0,1) je stred requldrnej kuzelosecky (31.1) prdve vtedy, ked ay3 = ags = 0.

Dékaz. Ak (0,0,1) je stred, musia jeho stradnice vyhovovat rovniciam (35.1), odkial po dosadeni 2 = 0, y = 0,
t = 1 dostdvame a13 = ags = 0. Zrejme plati i obratene.

Priklad 35.4 Dokdzte, ze kuzelosecka (1 6 9 3 9 5) md len jeden bod, nekoneéne mmnoho stredov a je typu
parabola.

Doékaz. Matica tejto kuzelosecky je

2 6 3
K= 6 18 9
3 9 10

Jediny singuldrny bod (3 — 1 0) je riesenfm rovnice XK = (0 0 0). Stredy kuzelosecky K st nesinguldrne body,
ktoré su riesenim prvych dvoch rovnic sustavy XK = (0 0 0). Kedze tieto rovnice st linedrne zavislé, stredom
kuzelosecky K je kazdy bod priamky (2 6 3) okrem singuldrneho bodu (3 —1 0). Prienik afinnej priamky (1 3 ¢)
(ktorej nevlastny bod je (3 —10)) s K je §), preto kuzelosecka K maé len jeden bod.
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Priemery kuzeloseciek

Poléru nevlastného bodu nazyvame priemer kuZelosecky. Zdruzené polary, ktoré su jej priemermi nazyvame
zdruzené priemery kuzelosecky. Kazdy priemer kuzelosecky prechddza jej stredom (podia vety 34.6). Zdruzené
priemery L, resp. N nazyvame hlavné zdruZené priemery, ak pre ich nevlastné body P*(a,b,0), Q> (c,d,0)
plati ac +bd = 0; L i N nazyvame hlavng priemer kuzelosecky. V pripade, ze L, N s vlastné priamky,
posledné rovnost vyjadruje fakt, ze L 1. N. To znamen4d, Ze zdruzené priemery prechidzajice vlastnym stredom
kuzelosecky st hlavné zdruzené priemery prave vtedy, ked si navzajom kolmé.

Nech P*°(a,b,0), Q*(c,d,0) si nevlastné body zdruzenych hlavnych priemerov. Potom existuje A tak, Zze
jeden z bodov P*, Q= je (A, 1,0) a druhy (1,—A\,0). Skutocne, aspon jedno z ¢isel a, b je rozne od nuly,
povedzme b # 0. Nech a = Ab potom P>(\b,b,0) = (), 1,0). Dalej ac + bd = 0 implikuje Abc + bd = 0, odkial
d = — )¢, takze Q> (c,—Ac,0) = (1,—A,0). Nevlastné body zdruzenych hlavnych priemerov nesplyvaju. Ak by
totiz P> = Q*°, tak hodnost matice
A 1 0
(7 2 0)

musi byt jedna, preto A2 + 1 = 0; také realne ¢islo A viak neexistuje.
Veta 35.5 Hlavny priemer, ktory je vlastnd priamka, je osou kuzelosecky.

Dékaz prevedieme len pre afinné zizenie K danej kuzelosecky. Nech P> resp. Q st nevlastné body hlavnych
zdruzenych priemerov, L, resp. N a N je vlastng priamka. Nech X €K je Iubovolny bod. Nech X' je dalsi
priesecnik priamky X P> s kuzeloseckou K. Ak X # X', existuje bod X tak, ze (P*XoXX') = —1, ktory
podia Lemy 34.1 lezi na polire N bodu P™ a teda Xo € N. Kedze (X’XXo) = —1 (pozri Priklad 34.7) a
XP>® | N, tak oy X = X’. Ak X = X/, priamka X P sa dotyka kuzelosecky K v bode X = X, je teda poldrou
bodu X a preto podia vety 34.6 bod X lezi na polare bodu P>, ¢ize X = X' € N t.j. onX = X'. Zostala
poslednd moznost, X P> N K mé aspon tri rézne body. Potom XP>® C K a kedze XP>* 1 N, tak X P> je
samodruznd priamka osovej simernosti oy, preto oy X € X P> C K. Tym je dokaz skonceny.

Hladajme hlavné priemery kuzelosecky K, danej rovnicou (31.1). Nech P>®(\,1,0), Q¥(1,—\,0) st nevlastné
body zdruzenych hlavnych priemerov. Poldra P> K bodu P> obsahuje bod Q%°, preto P*° K (Q>)T = 0 odkial

a12>\2 + (a22 — au))\ — a1 = 0. (352)

Diskriminant (ass — a11)? + 4a?, tejto kvadratickej rovnice je nezaporny, preto rovnica ( 35.2), ktori budeme
nazyvat sekuldrna, ma vzdy aspon jeden realny koreil. To znamend, Ze kazds kuZelosecka mé aspon dva hlavné
priemery. Su to polary bodov P>, Q.

Definicia 35.6 Priesecniky kuzelosecky s jej osami nazjvame vrcholy tejto kuzelosecky.
Uloha 35.7 Priamka y = 0 (t.j. x-ovd siradnd os) je os kuzelosecky (31.1) prdve vtedy, ked aio = ass3 = 0.
Uloha 35.8 Ku kazdej kuzelosecke existuje repér tak, Ze jej rovnica je
a112? 4 asny?® + 2a13xt + asst® = 0. (35.3)
Uloha 35.9 Ku kazdej nestredovej kuzelosecke existuje repér tak, e jej rovnica je
y? = 2pxt, p#D0. (35.4)
Uloha 35.10 Ku kazdej stredovej kuZelosecke existuje repér tak, Ze jej rovnica je
anz? + agy?® + asst’ = 0. (35.5)

Uloha 35.11 Parabola je jedind nestredovd requldrna kuzelosecka. Ku kaZdej afinnej parabole existuje orto-
normdlny repér tak, Ze jej rovnica je
y? = 2px, p #0. (35.6)
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Uloha 35.12 Dokdzte, e kuzelosecka (35.5) je reguldrna prdve vtedy, ked ai1as2a33 # 0 a aspori jedno z ¢isel
a11, a92, a3z je zdporné a aspomn jedno kladné.

Uloha 35.13 Ku kazdej hyperbole roviny Es existuje ortonormdlny repér tak, Ze jej rovnica je

2 2
@ v

S =l ab#0. (35.7)

Ku kazdej elipse roviny Eo existuje ortonormdlny repér tak, Ze jej rovnica je
x
—+ = =1, a.b #£ 0. (35.8)

Uloha 35.14 Kazdd requldrna afinnd kuzelosecka md kanonickid rovnicu. Je to prdve jedna z rovnic (35.6),
(35.7), (35.8).

Uloha 35.15 Nech kuzelosecka K je dand kanonickou rovnicou (t.j. jednou z rovnic (35.6), (35.7), (35.8)).
Ked K je parabola, potom K prechddza zaciatkom repéra, nemd stred a x-ovd suradnd os je jej jedinou osou
sumernosti. Ak K je elipsa alebo hyperbola, tak zaciatok ortonormdlneho repéra je jej jediny stred a suradné osi
st jej osi sumernosti.

Uloha 35.16 Vypoéitajte kanonicki rovnicu afinnej kuzelosecky K, danej rovnicou (v ortonormdlnom repére)
22 —6xy 4+ 9y? + 8z — 4y — 7= 0. (35.9)

Uloha 35.17 Dand je elipsa K rounicou % + % = 1. Dokdzte, Ze kazZdé dve zdruZené poldry elipsy K
prechddzajice bodom F(3,0) st navzdjom kolmé priamky.

Uloha 35.18 Dokdzte, e F(5,0) je jediné ohnisko (leZiace v euklidovskej rovine) afinnej paraboly y* = 2pu.

Uloha 35.19 Dokdzte, Ze hyperbola je mnoZina vsetkych bodov roviny Es, ktorych rozdiel vzdialenosti od dvoch
réznych bodov E, F je ta, kde a < |EF| je dané kladné redlne ¢islo.

Uloha 35.20 Dokdste, ze elipsa je mnoZina vsetkych bodov roviny Ea, ktorych sicet vzdialenosti od dvoch

v

réznych bodov E, F je konstantny a vacsi ako |EF|.

Uloha 35.21 Dokdzte, e parabola je mnozina vsetkych bodov roviny Fo, ktorych vzdialenosti od daného bodu F
a danej priamky v, F ¢ r, si rovnaké.

Uloha 35.22 Nech a : Ey—E, je afinita, K je afinnd kuZelosecka. Obraz K je opit afinnd kuzelosecka toho
istého typu ako K. Ak K je requldrna, aK je tieZ requldrna; ak K je singuldrna, K je tiez singuldrna.

Uloha 35.23 Afinita zobrazi elipsu na elipsu, parabolu na parabolu a hyperbolu na hyperbolu.

Uloha 35.24 Dand je afinita o : Ex—FEs rovnicami @’ = z + 2y Yy = 3y a kruznica K(Q,2), Q(0,0).
Dokdzte, ze a K je elipsa (ktord nie je kruznica) a ndjdite jej stred a osi.

Cvicenie

35.1 Dokézte, ze kazda kruznica je elipsa.

35.2 Dokézte, ze ak a = b, tak elipsa (35.8) je kruznica.

35.3 Dokézte, ze kuzelosecka (31.1) je kruznica préave vtedy, ked ajo = 0 a a1 = ags.

35.4 Dokézte, ze kazdé dva zdruzené primery kruznice st hlavné.

35.5 Dokazte, ze ak a > b, ohniska elipsy (35.8) st body E(e,0). F(—e,0), kde ¢ = a? — b.

35.6 Dokézte, ze ak kazdé dva zdruzené priemery elipsy s hlavné, tak tato elipsa je kruznica.
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35.7 Dokézte, ze asymptoty hyperboly (35.7) si priamky

br—ay =0 bz 4+ ay = 0.

35.8 Dokazte, 7ze ohniska hyperboly (35.7) st body E(e,0), F(—e,0), kde €2 = a? + b2.

35.9 Nech K je elipsa alebo hyperbola, dand jednou z rovnic (35.7), (35.8). Nech E, F st ohniskd, ¢ dotyénica
kuzelosecky K v bode A € K a nech B = o.F (0; je osova stimernost s osou t). Dokézte, ze B € FA a
|EB| = 2a. (Pozri cvicenia 35.4, 35.5).

35.10 Nech K je parabola, F' jej ohnisko, ¢ doty¢nica v bode A € K, B pravouhly priemet bodu A na os M
paraboly K a nech C'=tN M. Dokazte, ze vrchol paraboly je stred tsecky BC.

35.11 Priamku 2 = —£& nazyvame riadiaca priamka paraboly (35.6). Dokézte, Ze dotycnice paraboly zostrojené
z jej riadiacej priamky st navzdjom kolmé priamky.

35.12 Dlzkou osi stredovej reguldrnej kuzelosecky rozumieme vzdialenost vrcholov kgieioseéky leziacich na tejto
osi. Napiste rovnicu elipsy, ktorej ohniskd st E(1,0), F(0,1) a vicsia os mé dlzku 2.

35.13 Vypocitajte rovnicu hyperboly, ktorej ohniskd si E(1,0), F'(0,1) a asymptoty si rovnobezné so siradnymi
osami.

35.14 Dokézte, 7e ku kazdej elipse existuje repér (nie nutne ortonormdlny !) tak, Ze jej rovnica je z2 + y? = r2,

r # 0.

35.15 Nech a # 0, b # 0 si redlne ¢isla. Dokazte, ze mnozina

{(a.cost,b.sint) € Ey; t € R}

je elipsa. Rovnice
T = a.cost y = b.sint

nazyvame parametrické rovnice elipsy.

35.16 Nech 7 : 3z+4y+2z—3 = 0 je rovina v E3 a nech L je lubovolng priamka roznobeznd s w. Nech a: E3—FEj3
je rovnobezné premietanie so smerom L na rovinu m. Dokazte, ze ked K je kruznica z2 +y?> =1, z = 0,
tak K je elipsa (inak povedané rovnobeznym priemetom kruznice je elipsa.)

35.17 Dokazte, ze elipsa ma 4 vrcholy, afinnéd parabola jeden a afinna hyperbola dva. Os hyperboly, na ktorej
lezia vrcholy nazyvame redlna os, ta druhd je imagindrna os hyperboly.

35.18 Nech k : RP» — RPs je perspektivna kolinedcia so stredom S(0,2,1), osou N = (0,1,0) a parom odpo-
vedajicich si bodov A(0,1,1), A’(0,1,0), t.j. kA = A’. Dokézte, Ze obraz kruznice (v — 1)? + 4% = r? je
parabola, ak 7 = 1, hyperbola, ak r > 1 a elipsa, ak r < 1.

(r-2° , (y+3)
4 N 9

35.19 Napiste rovnice afinity, ktora zobrazi elipsu = 1 na kruznicu.

35.20 Dokazte, ze kolineacia zobrazi kuzelosecku na kuzelosecku a pritom reguldrnu na regularnu a singularnu
na singularnu.
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