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Pokus o riesenia uloh z diskrétnej matiky
(prvy semester)

(c) Miso Forisek 1999

Kombinatorika

Papier zac¢inajuci “Nech m,n st celé...”

. Kazda taka cesta zodpoveda postupnosti nil a jednotiek, v ktorej je prave

m nul. Takjch postupnosti je ale zjavne (m:”)

Kazda matica m x n pozadovaného tvaru je jednoznacne urcend svojou
podmaticou (m—1) x (n—1), lebo zvy$né ¢isla sa daji jednoznac¢ne urcit.
Preto vsetkych matic pozadovaného tvaru je 2(m—1(n—1)

Maticky alebo fyzikalny navstevuje 35 — 10 = 25 ludi, kedZze 20 maticky,
11 fyzikalny, tak oba navstevuje 20+ 11 — 25 = 6 Tudi. A teda iba maticky
20 — 6 = 14 Iudi.

. Specialny pripad 5.

Kombinatorickou tvahou: Kolkymi spdsobmi mézme vybrat k objektov
spomedzi m+n roznych ? (m;r”) Ale ked si objekty rozdelime na 2 kopky,
na jednej m, na druhej n, tak z jednej vyberieme i (7;) sposobmi, z druhej
(k —1) (k”_TZ) sposobmi, toto zratame cez Vi, mame sumu na lavej strane,
q.e.d.

Indukciou podla q.
Pre g=1je (') = (), ¢o dost ocividne plati. Teraz nech ) (fnll) . (;’fz) :

- (Ma) = ("FF1a) Dokazme, Ze to plati aj pre g + 1. Je:

Mg m
q
m;
=1 ?

ST x ()
:i (nfl)‘ >, 11[(:1) = (podlaind.predp.) =

m
mi+...+mgp1=m i=1 mi+...+mgp1=m at1 7
=0 mi+...4+mgr1=m—ki=1 o

i Ng+1 ny+...+ng ., ny+...+ngp1
_ ) = (podla 4l. 5.) =
() (")) = et = (1T

¢o bolo treba dokdzat. Este pre tych, ¢o sa zdesia uz pri pohlade na tu
sumu v zadani - ide o stdet CEZ VSETKY g¢-tice (my,...,m,), ktoré
spliiaji podmienky zo zadania. Ide vlastne o to isté ako v 5. - ked mame
vybrat m predmetov spomedzi ny + ... + ngy, tak si ich rozdelime na ¢



10.

11.

12.

13.

kopok, na prvi dame nq, atd., no a teraz moézme tych m vybrat len tak,
7e z 1. kopky vezmeme m1, atd, pri¢om m; musia spliiat podmienky pod
sumou. Aj toto je korektny dokaz (komb. Gvahou), len neviem, nakolko ho
bude E.T. ochotny zozrat.

a) V kazdom stlpci je jedna, pre t4 v prvom méme n moznosti, pre
druht (n — 1), ...takze spolu n!.

b) Pre prvit mdme n? moznosti, pre druht (n — 1)2, lebo 1 riadok a 1

stlpec st obsadené, .. .takze spolu n2.(n —1)%.--..12 = (n!)2.

n—1

c) Analogicky, vyjde [[;_, (m —1), resp. to celé na druhd, pre m < n to
je zjavne 0 (v stéine je nulovy ¢len), takZe to funguje aj pre ne.

Jednoduché, len pracné. Pre istotu hodnoty sedmovych karat : D =2, H =
3 K=47=7,8=8,9=9,10=10,A=11. Aje2l =11+8+2 =
11+7+3=10494+2=10+8+3=104+7+4=9+8+4, v kazdom

z tychto pripadov 4% = 64 moznosti, ... = 9+ 9 + 3, to je (3) -4 = 24
moznosti, ... =7+747, to je (g) = 4 moznosti, spolu 6.64+24+4 = 412
moznosti.

A a B maju dokopy 18 knih. Tie spomedzi 27 vyberieme @;) sposobmi.
Medzi A a B ich rozdelime 2'® sposobmi, lebo kazdi moéZeme dat A alebo
B. Tym je uz urcené aj ¢o dostane C. Preto spolu to je (f;) -21% moznosti.

N muZov usadime (n — 1)! sposobmi - prvého posadime kamkolvek, ostat-
nych polohu uz uré¢ujeme podla neho, ida len na 'neparne’ miesta. Potom
rozsadime Zeny na zvy$né miesta n! sposobmi, spolu n!(n — 1)! spésobov.

Postupne vyberajme, ktoré gulicky dadme do 1.,2.,..., k. skatule. Do prvej
méme pre 1. gulicku n moznosti, pre 2. (n — 1) moZnosti, ..., pre ng
n — n1 + 1 moZnosti. Pre prva gulicku z dalSej krabice mdme n — n;
moznosti, atd. Takze dokopy by to bolo n! moznosti, ale v rdmci kazdej
krabice sme zaratali V usporiadania guli¢iek, ktorych je pre i. krabicu n;!.

~ v /. s . !
TakZe vsetkych rozdeleni je ——+——
ni..nat.~.Ng.

KedZe gulicky st rovnaké, mozme prvych s Skatul naplnif hned na za-

Clatku, ostane ndm k = n — Y a; guli¢iek a I = m — s krabic, to je
ekvivalentné s poc¢tom rieseni rovnice x1 + ... + ; = k A x; > 0. Takze
mame (k+,i_1) moznosti.

Na zaciatku podavame gulicky tam, kam treba, ostane nam k =n — ; a;
guli¢iek, ktoré mame Iubovolne rozmiestnit do m krabic, to ide (m+k 71)

sposobmi.

Predstavme si n objektov v rade. Medzi nimi je n — 1 medzier. Ked do
k —1 z nich ddme priehradku, rozpadne sa nam to na k Casti, ktoré urcuju
nejaky usporiadany rozklad. Zjavne ked dame priehradky na iné miesta,
dostaneme rozne rozklady. Naopak, kazdému rozkladu vieme najst pri-
slusné rozdelenie priehradok. Preto je rozdeleni priehradok a usp. rozkla-

dov rovnako, teda (}71).
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15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Kolko é&isel od 1 po n je delitelnych p? L%J Vsetkych sacinov je n”, tych,
ktoré nie st delitelné p, je (n — [%J)k , takZe zvysné su delitelné p.
Z binomickej vety pre (1+ 1)".

Rozoberieme 6 pripadov podla toho, kolko Zien vyberieme spomedzi zné-
mych muza. (potom je jasné, kolko vyberdme ostatnych). Mlcky treba
predpokladat, Ze muz a Zena nemaju spolo¢nych znadmgych :-)

Pre prvého 8 moznosti, pre druhého 7, atd., kazdé rozostavenie sme zaré-
tali 8%, preto je to 7!.

Ked tych 5 knih vyberieme, ostatné sa tym rozdelia na 6 ¢asti, z ktorych
stredné 4 si neprazdne. Mame teda zistit, kolko m4 rieSeni rovnica x; +
...+ x¢ =12 — 7 = 5 za podmienok x1,26 > 0 A x2,...,25 > 0. To je
egvivalentné s rovnicou 1 + ...+ x¢ = 9 A x; > 0 o ktorej vieme, Ze ma
( ) _ 8.7.6

5) = 537 = 56 rieseni.

a) Bud st obe ¢isla parne, alebo obe nepérne, v oboch pripadoch méame

(125) moznosti, spolu 15.14 = 210 moznosti.

b) Bud davaja vSetky tri rovnaky zvySok po deleni 3, to s 3 pripady,
v kazdom (130) moznosti, alebo dve z nich dévajt rézny. Rozobratim
pripadov zistime, Ze jedinid moznost je td, Ze jedno déva zvySok O,
jedno 1 a jedno 2, tu je teda 10® moznosti, spolu 3.(130) +10% = 1360
moznosti.

Pre Joza a Dura st len 3 moznosti — bud ide Jozo 5., alebo 6., alebo 7., v
jednotlivych pripadoch ide Duro 4., 5. alebo 6. Pre Jana mame zakazdjm
5 moznosti, kedy moze ist. Preto dokopy mozu ist na skiske 3.5 = 15
sposobmi. (A 6smimi spdsobmi na nej dopadnut :)

Papier zacinajuci “Najdite sucet vsetkych...”

Takych ¢isel je 24, 6 ma na mieste jednotiek 1, 6 ma 2, atd., analogicky
na mieste desiatok a stoviek, preto ich sucet je (100 +10+1).(6.1 + 6.2+
6.3 + 6.4) = 6660.

Vsetkych A je (g) 7Z nich nevyhovuju tie, ktoré maju niektoré dva vrcholy
susedné. Tych je n.(n — 2), lebo susednt dvojicu vyberieme n spdsobmi,
zvysny vrchol n—2 spdsobmi. Tu sme ale dvakrat zaratali vSetky tie, ktoré
maju vsetky tri vrcholy idice po sebe. Takych je zjavne n. Takze vysledny
pocet je (g) —n(n —2)+n, pre n = 3 treba povedat, Ze je to 0, lebo tam
vznikd chaos pri ratani. . .

Ozna¢me strany a,b,c tak, aby a < b < c¢. Potom z A nerovnosti =
c< 42—0 =20, zéroven za <b<c=,%2¢40=a+b+c<c+c+c=3.c=>
c > %, pre kazdi moZznost vieme néajst max. a min. hodnotu b, (lebo
b<cAN40—c=a+b < 2b), kazdej zodpovedd 1 hodnota a, zrdtame,
hotovo.
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25.

26.

27.

28-29.
30.

31.

32.

33-34.
35.

36.

37.

38.

39.

Spomedzi 000...999 zacina jednotkou 100, zo zvysnych méa na 2. mieste
jednotku 9.10 = 90, zo zvysSnych mé na 3. mieste jednotku 9.9 = 81 a
navyse ostala 1000 = 1 obsahuje 100 + 90 + 81 4+ 1 = 272 Cisel.

Sucet vsetkych koeficientov dostaneme na pravej strane, ked za vsetky a;
dosadime 1. Vtedy ale lava strana je k™.

Plati : k-ty ¢len je (2°) .(v2)F.(¥/3)1°0~*. Lahko ukézeme, Ze toto ¢islo
je rac. prave vtedy, ked st rac. (v/2)* a (v/3)1°07F, A to je zasa vtedy, ked
2|k A 4[(100 — k). Preto je raciondlnych ¢lenov 26.

Cez k.(}) =n.(}71) a(1— 1) L.
Asi cez 25.

f1n a: n T n—1 x —x\n—1
Plati 1" = (M2 +152)m = (M) (L2 3000 (7)- () (1)~ >
(H?I)" (1 55)", z coho vynasobemm 2™ méame dokaz nerovnost.

To je na samostatny papier...

: (m\ (m—k\ __ l.(m—k)! _ m! _
Plati (%) (7 7%) = k!.(mflzr)L!.(:szn)!.(nfk)I = BB (m—n)! —
W = (")(}), konstantu (") vyberieme pred sumu a ostane

nam zjavna 0.
Pre m =2 An =1 je to 3, takZe neplati ani 1 z tych rovnosti. ..

Sportuji 15 chlapci s dobrym prospechom, t.j. 3 so zlym. Sportuje 11
ziakov so zlym prospechom, preto Sportuje 8 dievéat so zlym prospechom.
Dievcat so zlym prospechom je vSak len 6, preto je v sprave chyba.

Jeichn—¢(n) =210-210-(1—-3)-(1-3)-1-3)-(1-13) =

210-210-3 -2 3-8 =210—48 = 162.

Kolko je del. 2 ? L%J = 50. Analogicky tromi je del. 33, piatimi 20. Kolko
nie je delitelné 2, 3 ani 5 7 100 — 50 — 33 — 20 = —3 ?7?7? Nie, lebo sme 2z
odratali tie, ktoré st del. dvomi z nich a 3x tie, ¢o st del. vSetkymi tromi.
Tie eSte musime prirdtat. 2 a 3, teda 6 je del. 16, 2 a 5 10, 3 a 5 6, tie
prirdtame, mame —3+16+10+6 = 29, ale opif sme 3x priratali tie, ¢o st
del. vSetkym, eSte ich na zéver musime odratat, si 3, takze spomedzi ¢isel
1...100 ich 29 — 3 = 26 nie je del. 2, 3 ani 5. Préve (trochu tazkopadne a
rozsiahlo, ale to len kvoli zrozumitelnosti) pouzity princip sa vola princip
zapojenia a vypojenia, alebo noblesnejsie princip inklazie a exklazie.

Je (") + (1 )+ AT =) O+ ) =)+
(el = o= (P 4 () = (™). Alebo indukciou podla m.

m m—1 m

Cez i.(}) = i~ sy =m0 =tz = - (121), pre 0 je (7)) = 0,

takze tento ¢len mozme vynechat.
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41.

42.
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44.

45.

46.

47.
48.
49.

50.
51-52.
53.

- Bez kombinatorickej tivahy : z binomickej vety pre ((m — 1) + 1)"
vyuZitim (m;n) = (m;r")

- Komb. tivahou : Vyberajme n prvkov spomedzi m, zalezi na poradi,
mozu sa opakovat. Kolko je takych, v ktorych je k jedniciek ? (7) -
(m —1)""F, ked to zratame cez vietky k, dostaneme podet varidcii s
opak. n. triedy z m prvkov, ktorych je m”.

Prienik kazdej s povrchom gule je rovnikova kruznica (t.j. kruznica s rov-
nakym polomerom ako gula). Zo zadania =, Ze ziadne 3 kruznice nemaji
spolo¢ny bod. Ked médme jednu kruznicu, t4 deli povrch na 2 éasti. Nech
n kruznic deli povrch na P(n) ¢asti, na kolko ho moze delit n + 1 kruznic
? Ked priddme (n + 1). kruznicu, t4 pretne uz exist. n v 2n bodoch. Tie
ju rozdelia na 2n tsekov. Kazdy z tychto tsekov rozdeli jednu z uz exis-
tujtcich Casti na 2. Teda pribudlo presne 2n Casti, ¢ize ich je P(n) + 2n.
Teraz uz nie je a7 také tazké spocitat/uhddnut a dokazat indukciou vzorec
Pn)=n.(n—1)+2=n?—-n+2.

Polozime n = r 4+ m, mame 38.

-1 : no\ __ ! _ ! -k _ —k n
Pre k < "7+ je () = FFDT(—F=T = Fn—F) kil — () %71 > (o)
druhé nerovnost analogicky.
b2

Papier zacinajuci “Néajdite maximum spomedzi. ..

7 43. vyplyva, Ze je to <LZ‘J)'
2

(i) je celé, plati (z) = Wﬂk)!, p deli &itatela, nedeli menovatela, z toho
vyplyva, Ze deli (i)

Prenasobime n + 1 a pouzijeme { - (Z:i) = (Z) a binomicktu vetu pre

(1+ 1)~

Trividlna indukcia

Indukciou cez vzorec 1+ ... +n = %

1 _ 1

Je aFi—D(atd) — avici aﬂ , preto cela suma vyzera 7—a—+1+a—+1— a+2+
- aj_n z ¢oho sa ndm vymlatia dvojice, ostane 1 — aj_n = (Z(ZZ_);)“ =
n

a(a+n)

05 trapna indukcia podla n.

Indukcia az to boli...

Indukcia. 2. krok je :

n+1 n n

. 2n+2)(2n + 1) .
H(n+1+z):( o H n+i) =2.2n+1)2" [[(2i-1) =
i=1 i=1 =1



n+1

=2 T (2i-1)
=1
Papier zacinajuci “Ak A, B st konec¢né...”

54. Pre kazdy z m prvkov méame n moznosti, na ¢o ho zobrazit. . .
55. Pre prvy mame n moznosti, pre druhy n — 1, ...
56-57. Priamo dosadime do 55.
58. Ten hrozny sucin je maskované (2)
59. A toto je maskované Y () = 2".
60. a) Z definicie.

b) Z a).

¢) Z definicie.

d) Vid 5

e) Za)

f) Inymi slovami dokézte binomickt vetu. Napr. indukciou.
g) Zf)prex=-1

h) Vid 32

61-63. St riesené na papieroch, ¢o sme fasovali. ..

Papier zacinajuci “Nech k,nq,...,ng ...

64. RieSené na papieri, ¢o sme dostali.

65. Vyplyva z 64., len to este treba predelif vSetkymi usporiadaniami tych k
podmnozin (kedZe na ich poradi ndm nezalezi), ktorych je k!

66. (1) Vid 39.
2) Analogicky ako (1).
3 Sk 1) =25 k) + 5 ()
4) Vid 46.
5) Presne na to isté kopyto ako (4).

)

6) Indukciou.
1+ +L—(1+ +l)+ = (z IP a podilohy (5)) =
n+1 n n+1_Z & Poqiiohy N
- 1/n - 1 n - 1/n
_ _q)k-1. 2 E_+ _ _q)k-1. 2
kzzl( ) k(k:)JrkZO( )k+1(k> kzzl( Rkt



n+1

St () - e () ()

k=1

= B0yt (” . 1) - "il(_l)kl]lc (“ : 1)

k=1 k=1

(7) Cez (1+1)" a (1—1)", v jednom pripade sa to s¢ita, v druhom odéita.
(8) Cez vhodny sucet, resp. rozdiel vyrazov (1+1)", (1—-1)", (1+7)" a
(1 — @)™ (treba zvolit znamienka tak, aby ostali len spravne ¢leny).

Dve chutovky na zaver kombinatoriky. ..

Uloha 31.

Také tplne nendpadnd tloha, skrytd v dave, ale teda ty¢ na pohladanie. Po-
lozme si najskor otdzku, kolko je permutdcii, kde ni¢ nie je na svojom mieste
(t.j. 8pec. pripad r = 0). Oznacme tento pocet P(n). Je P(1) =0, P(2) = 1.
Kolko je P(n) 7 Ak je 1 prehodena s nejakym inym prvkom (t.j. 1 je k-ta a k
je prvé), tak mame pre zvys$né prvky P(n-2) moznosti, zaroveni (n-1) moZnosti,
ktory prvok je k. Ak 1 nie je prehodend s inou, ked ju vymenime s tym, co je
na 1. mieste, na zvySnych n — 1 miestach dostaneme prehddzana (n — 1)-ticu,
zakazdym sme mali n — 1 moznosti, kde mohla 1 pévodne byt. Spolu teda mame
P(n) = (n—1).(P(n — 1) + P(n — 2)). To je sice pekné, a pre nase Glely aj
poucné, ale aj na pazu.

Potrebovali by sme explicitny vzorec. (t.j. taky, do ktorého sa d4 priamo dosa-
dit.) Na to pouzijeme zauzivané kombinatorické delo, ktoré sme sice nemali t
dest preberat, ale priklady nain d4 E.T. na skugke ako vidiet s radostou. Princip

inklazie a exklizie. Ten v takom Tomanovskom mnozZinovom zapise vyzera :
Majme mnoziny Mi, ..., My, potom |J M;| = 30 [M;i| =32, [Min M| +... =

n

Z (=1t Z ﬂMz‘j

k=1 1< .. <ig |j=1

Co vlastne znamené tolkoto : kolko prvkov mé prienik n mnozin ? To je podet
prvkov prvej + ...+ pocet prvkov n., ale 2-krat sme zaratali kazdy prvok, ktory
je v dvoch z nich, takze odratame prieniky vSetkych dvojic mnozin. Prvky, ktoré
su v troch sme (i’) -krat priratali, (g’) -krat odratali, takze vobec nie st zaratané,
musime ich priratat, atd. (Toto nie je dokaz, len také intuitivne zddvodnenie,
¢o to hovori a preco to funguje.)

No a ako to pouzijeme v nasom pripade ? Nech M; je mnoZina vSetkych per-
mutécii, ktoré maji na i-tom mieste i. Co je zjednotenie tjchto mnozin ? To st
prave vSetky nevyhovujice permutéacie. No a ked si este uvedomime, ze M; méa
(n —1)! prvkov, ﬂle M;, je mnozina vsetkych permutécii, ktoré maji k miest
pevne uréenych, mé teda (n — k)! prvkov. S tym uZz mozme rétat:

n

k
P(n)=n!-— Z (—1)F1. Z ﬂ M;,

k=1 1< .. <ig |j=1



= nl +k§n:_l ((—1)k : (Z) (n— k)!) = f: ((—1)k : (Z) S(n— k)!)

k=0

Mozno sa teraz zlomyselne pytate, naco vlastne bola t4 prva tivaha. Jednoducho
- ak by E.T. nechcel zozraf inkltziu a exkltziu bez dokazu, tak sa naiitho vytiahnu
vztahy z prvej tvahy, povie sa tento vzorec a indukciou podla n sa dokdze, Ze
vyhovuje tomu vzfahu a kedZe tym je P(n) jednoznacne urcené, je to vlastne
dokaz toho vztahu.
No a kolko je permutécii s prave r prvkami na svojom mieste ? Prvky na svojich
miestach vyberieme (7:) sposobmi, zvysné tvoria prehadzant permutaciu s n—r
prvkami, takze je to (") - Y i—o ((=1)*(".")(n —r — k)!)

No a ked uz sme taki rozbehnuti, tak rovno chutovka ¢islo dva. (dve ? jed-
noducho 2 !)

Anglic¢ania a Francizi.

Pre tych, ¢o nevedia, o ¢om je re¢: mame n Anglicanov, m Franctzov. Kolkymi
sposobmi ich moZno postavit do radu tak, aby kazdy mal vedla seba aspori
jedného krajana ?

Zabudnime najskor na to, Ze Anglani aj Francuzi st individuality, teda kazdy
iny, este sa aj nejako volaju, zaujimajme sa o nich najskor ako o farebné gulicky.
Kolkymi sposobmi rozdelime Angli¢anov na k skupin tak, aby v kazdej boli
aspon dvaja 7 To je ekvivalentné s rovnicou a; + ...+ ar = n A Vi;a; > 2, ¢o
je zase ekviv. s a] + ...+ a), = n—k AVi;a, = a; —1 > 1, o ktorej vieme, Ze
ma (";f;l) rieSeni. A ako medzi nich narvat m Franctzov ? Ti musia byt v
kazdej medzere, teda ich skupin musi byt asponi k — 1, ale zdroven ich moéze byt
najviac n+ 1, lebo uz mézu pribudnif len dve skupiny — na zacdiatku a na konci.
Ak méame k — 1 skupin Franctzov, na to mame analogicky (’Z:f) moznosti a
je jasné, ako ich tam postavime. Podobne ak je Franctizov k + 1 skupin, na to
mame (mjf 72) moznosti a opif je jedind moznost, ako ich tam postavit. Ak ich
je k skupin, moznosti je (mk_fl_ 1), a postavit ich tam moézme dvomi spdsobmi
— bud je jedna skupina na zaciatku, alebo je jedna na konci. Dokopy to pre
KAZDE rozostavenie k skupin Angli¢anov dava (7:_72’“ )+2- (m;_k; D+ (mf,f 2
vyhovujicich rozostaveni. No a hladany podet by bol potom sidet tohto cez
vSetky k, teda:

i(n—k—l) . ((m—k) +a. (m—k—l) N (m—k—2)>

= k—1 k—2 k—1 k

To ale este stale vyzera divne kvoli tej sume do co a eSte sme nezaratali rozlisi-
telnost Tudi. Ked ale méame nejaké usporiadanie, kde mame povedané, kde stoja
Anglicania a kde Franctzi, tak konkrétnych Tudi naii moézme postavit nl.m! spo-
sobmi — Angli¢anov rozmiestnime na ich miesta n! spésobmi a Franctzov na ich

miesta nasledne m! sposobmi. No a z tej sumy je nenulovych len prvych [%]

¢lenov, lebo pre k > | 5] je k —1>n—k —1, teda (”gﬁ;l) = 0, ¢ize aj cely



s¢itanec je 0. Vysledok tlohy teda je:

/2l —_ k1 m—k—2
n!.m!.%( kﬁl >(<k—2k>+2< kf1 >+( : )>

U-2-20.

U-2-22.

U-2-24.

Vseob. uvaha

1.

Mnoziny & co.
Vybrané z 3 papierov U.x.yy

=: Nepriamo. Nech A ¢ C. Potom Jz;z € AAx & C. Potom ale x €
(Au(BNQC) N xg ((AUB)NC).

<: Nech A C C. Potom ak = € A, tak = € do oboch mnozin, ak x &€ A,
tak z € (AU(BNC) e ze(BNC)ereBAzelC & (ze
AvzeB)hxeCe=ze((AUB)NC)

Sporom. Nech A # B. Potom BUNV dz;2 € AAzx ¢ B. Preto x €
BUX=z2zceAUX=2xecX
Potomalex €e BNX =z € ANX = z € A, ¢oz hladany spor.

=: A€ AU B = BUUC, ostatné rovnako.

<: Akz € ANBNC,take ¢ AUBANz ¢ BUCANz ¢ CUA
Inak BUNV nech x € A. Je A C BUC = x € BUC a zjavne aj
re AUBAze AUC.

Drviva védsina rovnosti mnoZinovych vztahov sa da dokazovat tak, Ze
dokézeme, Ze x patri do vyrazu na lavej strane prave vtedy, ked do vyrazu
na pravej (a takto si to teda prevedieme na ekvivalentni alohu s vyrokmi,
ktort Tahko vieme riesit.)

Demo: Dokazte: AUB =AU (B — A)
r€AUBsrxeAVeeBesreAV (xgANreB)sreAVare
(B—A4), ged.

Cantor-Bernsteinova veta

M4 byt prosté a na, inymi slovami najdite bijekciu.

a) v — <

b) Premietneme os z na kruh so stredom v (0,1) a polomerom 1 so
stredom premietania v (0, 2).

¢) Priamke y = ax + b priradime pre a ¢ Ny dvojicu (a,b), pre a € Ny
dvojicu (a + 1,b), priamke xz = ¢ dvojicu (0, ¢).

d) 7?7 Co st paraboly v rovine ? Musia mat os rovnobeznt s osou y? Asi
nie... Ale vzdy sa to da tak, Ze ju popiSeme nejakymi 4...5 ¢éislami,
a najdeme bijekciu medzi R? a R* (alebo 5), ¢o je ekvivalentné s bi-
jekciou medzi R a R? a t4 sa da spravit tak, ze pred aj za desatinnou
¢iarkou davame cifry striedavo z jedného a druhého ¢isla.



e)
£)

g)

Kruh zobrazime na (stred,, stred,, polomer).

Ked si to nakreslime, vidime, Ze povodnd mnozina tvori kruh a vy-
slednd Stvorec jemu opisany. Bod (0, 0) nech sa zobrazi sdm na seba.
Ostatné body zobrazime takto : spravime polpriamku so zaCiatkom
v (0,0), prechddzajicu danym bodom. Oznaéme nas bod A, bod, v

ktorom polpriamka pretne $tvorec B. Potom obraz bodu A je ten bod
|OC|

|OBJ"
na tejto polpriamke “natiahneme” tak, aby doc¢iahla az po Stvorec)

C polpriamky, pre ktory je |OA| = (Teda celt usecku leziacu

Podobne ako b), len tentokrat premietame gulu z bodu (0,0,2) na
rovinu z = 0.

2. Treba vlastne najst injektivne zobrazenie A do B. Vo vSetkych pripadoch
sa presvedéte, Ze uvedené zobrazenie je naozaj prosté !

a)
b)

¢)

d)

e)

x+20
T — miliénpat
Postupnost {a,}52, zobrazime na postupnost {b,}52,, kde b; = 5+.

21
Potom je 0 <=>_b; <=>_ % = 2, preto Y_ b; konverguje.

Kazdy ¢len postupnosti A zapiSeme pomocou dvoch ¢lenov B (vyssi
a nizsi bit )

Pre jednoduchost nech st NV od jednotky (ak ich chce E.T. od nuly,
treba ich najskor zobrazit kazdé na o 1 viicsie). Teraz vieme vyuzit
to, ze binarny zapis kazdého prir. ¢isla zacina jednotkou. Preto kazdé
prirodzené ¢islo vieme zakédovaft tak, Ze najskor zapiSeme tolko nil,
kolko miest m4 jeho binarny zapis, a potom binarny zapis prislusného
¢isla.

(#,y) — (1959 3000)

3. Treba najst injekcie z A do B aj z B do A.

a)

P

Trocha naokolo - ako v 2.d) ukdZeme, Ze maji obe rovnak mohutnost
ako {0,1}". Ozaj, keby to niekoho zaujimalo, tak N je mnoZina
v8etkych postupnosti ¢isel 0,1,...,m.

OOOK 77? ¢o je to realna ohranicend spojita f-cia ? Ak je to nor-
maélna funkcia (—1,1) — R, tak injekcia z A do B je v zadani, opana
mi unika. ..

Jeden smer je zjavny, v opa¢nom zoberieme kazdy prvok postupnosti
redlnych cisel, arkus tangensom ho zobrazime na (-7, %), a ten in-
terval potom utapkdme na (0,1).

To isté, len to robime s funkénou hodnotou.

Postupnost {a,}22, zobrazime na postupnost {b,}5%,, kde by =
a; A bn+1 = bn + Ap+1-

Oba smery ako v 2.e).

4. Smrf moja. ..sa mi uz nechce. ..
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A drobné upozornenia na zaver

To, Ze nie¢o na tychto papieroch nesedi s tvojimi vysledkami, moZze byt
zavinené tromi zakladnymi chybickami krasy:

e - Je to to isté, len to mas inac¢ zapisané. To by az tak nevadilo, na skuske
uréite nie, len to treba do skusajtceho dost dlho tlacit.

e - MA4S to zle, mozes sa bit po hlave, akd/y si blba/y (¢o budeme diskri-
minovaf feministky tym, ze vzdy sa skor pise muzsky rod, Ze, ddme obdcas
skor zensky ...:)

e - Méam to zle ja. Aj to sa moze stat, nik nie sme neomylny. V tomto pripade
vSak STRIKTNE odporuc¢am akékolvek bitie vynechat, ale budem rad, ked

sa mi o tom da vediet... (Pozn. po dvoch rokoch: momentélne uz viem, Ze
tam nejaké chyby sa, ale mam ich srdecne v pazi.)

Tieto papiere NEMAJU sluzif ako nédhrada za poéitanie prikladov, ale na
kontrolu vysledkov a pomoc pri tych najvicsich tyciach, ktoré skoro nik nevie
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