Diskrétna matematika - Letny semester rok 2000

Def (S¢itovanie mohutnosti mnozin) |C| = |A| + |B|, ak existuji také Al, B1, ze
la) AluBl =C
1b) AINB1 =O
1c) |A|=|A1, B]=[B1] .
Def (Umociiovanie mohutnosti mnozin) [C|=|A[", ak plati |C|=] AB| s (AB - v8etky zobrazenia mnoziny B do mnoZiny A) .
Def (Sicin mohutnosti mnozin) |C|=|A|*B|, ak |C|=|AxB| .
Veta Nech [A|<[X], |BIS|Y]|, potom plati
2a) |Al + BIS [X] + 1Y,
2b) Al * [B] < [X] * Y],

IBI

20) |A|\B\ < |X|'Y|,

Veta (Aritmetické vlastnosti) Pre vietky mnoziny A, B, C plati
3a) |Al +|B| = |B| + |A] - komutatyvnost’ s¢itovania
3b) (JA] + |B]) + [C] = |A| + (B] + |C]) , - asociatyvnost’ s¢itovania
3c) |A] * |B| = [B] * |A| - komutatyvnost nasobenia

3d) (JA] * B]) *|C| = |A| * (|B| * |C]) , - asociatyvnost nasobenia
3e) |Al * (Bl + |C]) = (|A] * [B| + |A| *|C] )
Veta (Aritmetické vlastnosti) Pre vSetky mnoziny A, B, C plati

4a) |A|\BI +1Cl =IAIIBI % lAlIC\’

. C C C
4b) (1A * 1B = |A[ B[,
4C) (lAl\B\)\CI — IAIIBI *ICl )

Lema Pre l'ubovol'ni mnozinu X plati | P(X) | =2 X

Def |N]| sa oznacuje Ny - Alef nula .
Veta X+ Xy=X,.
Veta NQ*NOZ NQ.

Veta (Cantorova veta) |X| < | P(X) |=2

Désledok 1. [X| <2

Dosledok 2. Neexistuje mnozina vSetkych mnozin.

1XI

Kone¢né mnoziny

Def Mnozina A sa nazyva kone¢na ak |A| < X - ¢ize ak |A| < |N|.
Def Nn={0,1,2,3,....,n-1} ,Nn+1 =Nnu {n} .
Def Budeme hovorit, Ze mnoZina A ma n prvkov a pisat |A|=nkde n € N, ak |A| = |Nn|.
Lema 1V neN, |[Nn| < |[Nn+1]|.
Veta 1 Ak mnozina mé n prvkov (ne N), tak je konecna .
Veta 2 Pren, m € N je [Nn| = |Nm| < n=m.
Lema 2 Ak AcNn tak 3 ke N také, ze |A| =k .
Lema 3 Ak mnozina AcN je zhora neohranicend, tak potom |A| = [N| .
Veta 3 Ak mnozina A je konecn4, tak 3 také prirodzené ¢islo ne N ze |A| = n.
Veta Nech mnoZiny A, B su kone¢né a nech |[A| =n , |B| = m a zaroveit ANB= , potom plat{
a) |Al+|B|=]AUB|=n+m,
b) |Al*[B|=|AXxB|=n*m,
C) IAIIBI - | AB| _ l’lm.
Lema 4 Nech f je zobrazenie z NxN do N také, Ze V n, m € N, plati
(1) f(n,0) =n, g(n,m + 1) = g(n,m) + n, potom
(2) f(n,m + 1) = f(n,m) + 1 , potom plati
3) f(nm)=n+m.
4 n+0=n,
S)n+1=n+m+1.
Poznamka Vlastnosti (4) a (5) jednoznacne charakterizuju s¢itovanie prirodzenych ¢isel.
Lema 5 Nech g je zobrazenie z NxN do N také, Zze V n, m € N plati
9 gn,0)=0,
(10) g(n,m + 1) = g(n,m) + n , potom
(11) g(n,m) =n * m.
Lema 6 Nech h: NxXN — N, V n, m € N plati
(12) h(n,0) =1




(13) h(n,m + 1) = h(n,m) * n, potom
(14) h(n,m) =n™.

Veta 4 Nech A, B s kone¢né mnoiziny, |A|=n , |B|=m
a) Nech A, B st disjunktné, teda AnNB = &, potom |[AUB|=n+ m, <-- pravidlo sutu
b) |AxB|=n*m,
¢ JA"=n"
Dasledok 2 Ak A, B st koneéné mnoziny, potom AUB, AxB, AB, P(A) s kone¢né mnoziny.
Veta 5 Nech Ak, 1<k<n st mnoZiny také, ze
a) |Ak|=m pre 1<k<m
b) AkNnAk” = @ pre k#k’, potom |Uk=1 don, Ak|=m *n .
Veta 6 Nach Ak, 1<k<n su mnoziny po dvoch disjunktné a |Ak| 2 n, potom V ke (1,n) = |Uk=1 don, Ak| 2m *n.
Def (Dedeklidova definicia kone¢nosti mnozin - ¢ast’ je menSia jako celok) Hovorime, Zze mnozina A je kone¢nd ak pre
kazdu jej podmnozinu XA, taku, ze X+#A plati [X| < |A].
Veta7



