Dirichletov princip (DP)
. Moznych stctov je 11 (od 2 po 12), preto treba hodif aspon 12-krat.

. Moznych staétov je 16 (od 3 po 18), preto treba hodif aspon (3.16 + 1) = 49-
krat.

a) Rozlisené kocky : roznych dvojic je 6.6 = 36, treba aspon 2.36 + 1 = 73
hodov.
b) Nerozlisené kocky : rdznych dvojic je 21, treba asponi 2.214+1 = 43 hodov.

a) Sporom. Ak si vSetky mensie ako %, sucet je mensi ako n% =b. Spor.

bed) AZ na ostré/neostré/obratené nerovnosti to isté ako a).

. Z Eulerovej vety =, ze mnohosten méa 21 hran, teda stucet stupnov vrcholov
je 42. Kedze 42 > 37 = 9.4+ 1, z DP =, Ze z niektorého vrcholu vychédza
asponl 5 hran, q.e.d.

. Hran je 11, stcet poctov hran v stendch 22, stien 7, z DP =, ze J stena s
aspon 4 hranami, ale kedZe kazda stena mé aspon 3 hrany, maju steny dokopy
asponi 21 hréan, preto jedind moZnost je, Ze jedna stena m4 4 hrany a vSetky
ostatné po 3 hrany.

. Zahradu 80 x 90 rozdelme na 10 x 18 obd{znikov tvaru 8 x 5. Mame 365 stromov
v 180 obdlznikoch, z DP =, e v niektorom st aspoii 3.

. Obdl7nik 27 x 36 rozdelme na 9 x 18 obdlznikov tvaru 3 x 2 a kazdy z nich
uhloprieckou na dva trojuholniky s plochou 3. Mame 1945 bodov v 9.18.2 =
324 trojuholnikoch, z DP = q.e.d.

. 13 vysielacov pokryje max. plochu 13.7.80% = 83200.7 < 268138 km?.
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Stvorec rozrezeme na 25 Stvoréekov so stranou % 7Z DP v niektorom lezia

asponl 3 z 51 bodov. KedZe % . % = % < %, cely tento Stvorec lezi v kruhu so
stredom v jeho priese¢niku uhlopriecok a polomerom % V tomto kruhu lezia

teda aspon 3 body, g.e.d.

Ozna¢me nase ¢isla cq, ..., cgs. Ak niektoré z ¢isel ¢; —co,¢1 —c3,...,¢1 — Cg2
déava po del. 81 zvysok 0, vyhrali sme. Ak nie, mame 81 ¢isel, ktoré davaju
nanajvys 80 zvyskov, podla DP niektoré dve dévaji rovnaky zvySok. BUNV
nech st to ¢y —¢; =8la+ 2, ¢; —c¢; = 8lb+ 2, pricom i # j a 0 < 2z < 81.
Potom ale ¢; —¢; = (¢1 — ¢;) — (e1 — ¢;) = (81b+ 2) — (8la + z) = 81(b — a).

Dokéazeme tvrdenie, z ktorého buda vyplyvat tvrdenia 16 a 17. Ku kazdému
n nesudelitelnému s 10 existuje ¢islo tvaru 111...1, ktoré je nim delitelné.
Dokaz: Zoberme ¢isla 1,11, ...,11...1, z ktorych posledné ma n+1 cifier. Z DP
niektoré dve dévaja rovnaky zvySok po deleni n. Preto ich rozdiel je delitelny
n. (Tym je dokdzané tvrdenie 16, lebo ich rozdiel je tvaru 11...100...0.)
Pre n nestudelitelné s 10 z toho dostavame, Ze kedze n deli 11...100...0 =
11...1.10%, deli aj 11...1.

KedZe prvocisla rézne od 2 a 5 st nesudelitelné s 10, mdZme pouzit predché-
dzajacu vetu.
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Oznac¢me éisla ay, . . . , a,. Dalej oznaéme b; = aj +. ..+a;. Ak niektoré b; dava
zvysSok 0 po deleni n, hotovo, inak mame n ¢isel, ktoré davaja najvac n — 1
zvyskov. Z DP niektoré 2 ddvaji rovnaky zvysok, preto ich rozdiel b; — b; je
delitelny n. Ich rozdiel ale je a;+1 + ...+ q;.

Vyplyva z tlohy 20.

Zoberme &isla p, p?, ... ,pm"HH. Niektoré dve z nich podla DP dévaju rov-
naky zvysok po deleni 10"*+1. Nech st to p* a p!. Potom 10"*![p! — pk =
pE(p!=* — 1). Kedze 10 je nesudelitelné s p, = z toho, ze 10" Ti[p!=F — 1,
¢ize p'~% = 1(mod 10"*1). To ale znamend, ze p'~* konéi skupinou n nil a
jednotkou.

Sporom. Keby boli najviac 2 ofic. jazyky, tak oficidlnymi jazykmi hovori do-
kopy najviac 30 delegatov. Kazdym z ostatnych 9 jazykov hovoria najviac 4
delegati. To ale znamend, Ze delegatov je najviac 66 — spor.

Spocitatelné mnoziny
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Intervalu (a, b) priradme dvojicu a,b € @ x Q. Zjavne je to injekcia, preto ma
mnozina v$. intervalov s rac. koncami mohutnost nanajvys rovnit mohutnosti
mnoziny Q X @, ta je ale spocitatelna.

Napr. X = Q™. Rac. ¢isla st hust4 podmnozina R, teda pre fubovolné V r, e €
R 3q e Q; |r—gq| < e Preto ked mdme a = (ai,...,a,), sta¢i najst
Ty, 0, € Qila; — x| < £. Také x; urcite existuji a zaroven je potom
olri —ai| <n.5 =e, takze X = Q" naozaj vyhovuje.

V kazdom z nich lezi asponi jedno rac. éislo. Kazdému intervalu priradme
niektoré rac. ¢islo z neho. KedZze st disjunktné, je to injekcia, teda mohutnost
mnoziny intervalov je nanajvys rovnd mohutnosti (), teda mnozina intervalov
je spocitatelna.

a) Z analyzy vieme, Ze pre rasticu funkciu je lim, .4 f(z) = supy<af(z).

b) ... nejako cez disjunktné intervaly na osi y.
bolo na cvikach

Zjavne T3 (0) = {(0,0,...,0,...)}, preto |T(0)| = 1.

Ked X obsahuje aspoii 2 prvky (BUNV 1 a 2), méZme prirodzenému éislu n
priradif postupnost n jednotiek a dvojky, preto je uréite |X| = Ry. Specilne
T (0,1)] = No, [Te(N)| = Ro a [T (Q)] = Ro.

Zobrazme kazdu postupnost z Tj(X) na koneént postupnost, ktord z nej do-
staneme, ked z konca vynechdme vSetky rovnaké ¢leny okrem jedného. (T.j.
napr. postupnost 3,1,4,1,5,2,2,...,2,...na 3,1,4,1,5,2.) Toto je zjavne in-
jekcia, preto mohutnost Ty (X) je nanajvys rovnd mohutnosti mnoziny vset-
kych konecnych postupnosti prvkov X.

Mnozina vSetkych koneénych postupnosti 0 a 1 md mohutnost Ry, lebo kazda
z nich zodpovedd nejakému koneénému desatinnému rozvoju redlneho (a teda
zaroven racionélneho) éisla. (Teda napr. postupnosti 0,1,0,1,1,1 priradime ¢islo
0,0101111 — t4 jednotku na konci musime ku kazdému pridat kvoli postup-
nostiam, ktoré konéia 0.) Mnozinu kon. postupnosti prir. ¢isel zobrazime do
mnoziny kon. postupnosti 0 a 1 tak, ze ¢éislo n zakédujeme postupnostou n
nul a jednotkou. Mnozinu kon. postupnosti rac. ¢isel zobrazime do postupnosti
prir. &isel tak, ze ¢islu g;p € Z,q € N,(p,q) = 1 priradime 1,p,q ak p > 0
a 2,—p,q ak p < 0. Preto aj mnozina vSetkych kon. postuposti prirodzenych,
resp. racionalnych ¢éisel mé mohutnost Ng.

Teda je [T3(0,1)] = N, [T(N)| = Ro, |Tx(Q)| = No, a teda podla C-B vety
Tk (0, 1)] = [T (N)| = |T(Q)| = No.

Zjavne kazdému redlnemu ¢islu moézme priradit nekoneént postupnost zlo-
zent zo samych takych ¢isel, preto |Ty(R)| = c. Keby sme dokézali, ze mo-
hutnost mnoziny vSetkych koneénych postupnosti realnych ¢isel je ¢, boli by
sme hotovi. KedZe sa mi to uz nechce rozpisovat, vyuzijem bez dokazu, Ze
|R™| = |R| = |(0,1)]. Kazdej koneénej postupnosti ai,...,a, reilnych é&isel
viem podla prave uvedenej vety priradit ¢islo z € (0, 1). Ked jej priradim ¢islo
n+ x, dostanem takto injekciu z mnoziny vSetkych kon. postupnosti realnych
¢isel do R, takZe naozaj |T;(R)| = c.
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KedZze P je spo¢. mnozina, mozme jej prvky oznacit P = {p1,pa,...}. Ked
bude druhy hrac¢ fahat tak, Ze v n-tom tahu d4 dislicu, ktora p,, nemé na 2n-
tom mieste, vysledna postupnost nemoze patrit do P. (Dokaz ako pri Canto-
rovej diagondlnej metdde - ked tam patri, nech je to pg, ale od py sa vyslednéa
postupnost lisi na 2k-tom mieste.)

Pre P = 0,1V nech druhy hra¢ taha ako chce, vysledok bude patrit do P.
Preto druhy hri¢ nemd vyhravajicu stratégiu, ¢ize P nie je spocitatelna.

Co je podgrupa ?

Priklady roznych typov

Urcite vieme vybrat k + 1 ¢isel — napr. vSetky nepéarne. Stac¢i dokézat, Ze
nevieme viac. Indukciou.

1° Z 1 ¢&isla vieme vybrat najviac 1.

2° Majme 2k 4 1 ¢isel. Ak vyberieme ¢islo 2k + 1, zo zvy$nych Ziadna dvo-
jica nesmie mat stéet 2k + 1, preto z kazdej z dvojic [1,2k],[2,2k —
1],..., [k, k + 1] moéZme vybrat najviac jedno ¢islo, dokopy najviac k 4 1
Cisel.
Ak ¢islo 2k + 1 nevyberieme: Ak vyberieme 2k, tak uz z kazdej z dvojic
[1,2k—1],...,[k—1,k+1] mdzme vybrat najviac jedno a navySe mozme
este vybrat k. TakZe vyberieme najviac 1+ (k—1) +1 =k +1 éisel. Ak
nevyberieme ani 2k, vyberame vlastne uz len z 2k — 1 &isel, z nich podla
ind. predp. vieme vybraf najviac k ¢isel.

Preto mozme vybraf najviac k + 1 ¢isel.

Kazdy sacet je z mnoziny {—n,...,—1,0,1,...,n}. TA mé 2n + 1 prvkov,
riadkov, stipcov a diagonal je vsak dokopy 2n+2, preto taka matica neexistuje.

Kazdy ma medzi 0 a n—1 zndmymi. Ak Ziadni dvaja nemaji rovnako, znamena
to, ze jeden mé 0 znadmych, atd., aZ jeden ma n — 1 zndmych. Potom ale ten,
¢o poznd vsetkych, sa pozna aj s tym, ktory nepozné nikoho, spor.

Mozné vysledky st (v tvare [jednotky, dvojky, trojky]) : [3,0,0], [0,3,0],
[07073]7 [27170}7 [27 0)1]’ [17270]7 [1707 2]7 [07 2’1]7 [07172]7 [1’ 1’ 1] MOén}/’Ch
vysledkov je teda 10, Studentov 41 a z DP =- dok. tvrdenie.

Predstavme si kompletny graf, ktorého vrcholy sa ¢lenovia komisie. Ofarbime
hranu medzi A a B, ked st spolu na zasadnuti. Zo zadania vieme, ze kazdu
hranu ofarbime najviac raz. Pri jednom zasadani vsak ofarbime (120) = 45
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hrén, zasadani bolo 40, teda tento graf musi mat aspon 1800 hréan. K,, mé (%)

hran. Je teda
n :n.(n—l)zlnz_ln
2 2 2 2

n?—n—3600 > 0

1800

IN

Zjavne pre n < 60 je n2 —n — 3600 < n% — 3600 < 602 — 3600 = 0, preto
n > 60.

Podobne. Vrcholy st ludia, ked vytvorime komisiu, vSetkych ¢lenov pospéajame
hranami. Zo zadania =, Ze ziadni dvaja Tudia nie s spolu vo viac ako 1
komisii, preto kazdd hranu ofarbime max. raz. Hréan je (225) = 300, 1 komisia
ofarbi 10 hran, preto je komisii najviac 30.

To isté ako tloha 7, len v svetlomodrej.

Teda toto bol bud blby vtip, alebo som to zle pochopil.



