DISKRETNA MATEMATIKA — PRIKLADY ZO SKUSOK V LETE

(©MisoF.
1. Dokaz, ze plati:
(n+r—1DI' n (mn+r-3) n nn—1) (m+r-=5!  nln-1)!
il 1 (r—2)! 1.2 (r—4)! ~orl(n—7)!
Riesenie.

Predelte obe strany (n — 1)!, napravo ostane ('), ¢o st vietky kombinécie r
prvkov z n. Nalavo ostane:

n+r—1 n n+r—3 n n+r—>5
()0 (7 6)- ()
Potrebujeme ukazat, Ze je to to isté. Spocitajme teda kombinacie r prvkov z n
pomocou inklizie a exkluzie. ("+:_1) su vSetky kombindacie s opakovanim, od
nich potrebujeme odéitat tie, v ktorjch sa nie¢o opakuje. Clen (Z) : ("ﬁt:;k_ 2k)
predstavuje kombinécie s opakovanim, v ktorych sa aspon k prvkov opakuje —
vyberieme, ktorych k sa opakuje, kazdy z nich vezmeme dvakrat a zvysnych

r — 2k prvkov vyberieme lubovolne.

2. Nech A,B su dve konecne mnoziny, k > 1 prirodzene cislo. Medzi A a B je ustanoveny mnoho-
znacny vztah, ze kazdemu prvku mnoziny A zodpoveda prave k prvkov mn. B a naopak kazdemu
prvku mn. B zodpoveda prave k prvkov mn. A. Dokaz, ze medzi A a B existuje bijekcia (kazdemu
prvku je potom priradeny prvok v sulade s mnohoznacnym vztahom).

3. Dokaz odhad poctu Spernerovych systemov A,,, pricom T}, = (Ln’;2 J):

2Tn
2Tn < A, < ( )

T,
Riesenie.
Prvé nerovnost: Zoberme Spernerov systém, ktory obsahuje prave vSetky pod-
mnoziny {1,...,n}, ktoré maju prave |n/2| prvkov. Potom aj kazda jeho pod-

mnozina je Spernerov systém, takychto Spernerovych systémov je prave 27,

zjavne existujd aj iné Spernerove systémy, preto je nerovnost ostra.

4. Dokaz, ze v dvojfarebnom K,,, n > 10 existuje aspon %2 — 197"4—61 jednofarebnych trojuholnikov.

5. Nech A,B su konecne mnoziny, |A| = n, |B| = m. Dokaz:

a) ak A a B su disjunktne, tak [AUB|=n+m
b) |[Ax Bl =nm
c) |AB] =nm

6. Nech f je zobrazenie z N x N do N take, ze Vm,n € N; f(n,0) =nA f(n,m+1) = f(n,m)+1.
Dokaz f(m,n) =m+n.

Na teorke daval klasiky — A(r), grafy, Ramseya, Halla, postupnosti, nepriatelov... Ak mal
niekto 4 priklady viac-menej dobre, dostal este jeden a ak to mal 100%-tne, po vacsine isiel za 2
do bace. Mat priklad z pisomky dobre znamenalo tam mat pekne vyzerajucu omacku a spravny
zaver, podrobnosti ho vobec nezaujimali.

1. S je mnozina disjunktnych intervalov (nie jednoprvkovych) na R. Dokazte, ze S je spocitatelna.

Riesenie.
V kazdom z intervalov lezi nejaké raciondlne ¢islo, tieto st navzajom rozne,
lebo intervaly st disjunktné. Preto je intervalov najviac |Q].



2. Pocet rozsadeni n nepriatelskych dvojic okolo okruhleho stola.
3. Mnozina A C N je zhora neohranicena, potom |A| = |N|.

4. Dokazte, ze system mnozin {51, ..., S, } ma m roznych reprezentantov, ak kazda z mnozin ma
prave r prvkov a kazdy prvok sa nachadza prave v r mnozinach.

5. Dokazte, ze v dvojfarebnom Ks, existuje aspon jeden jednofarebny K.

6. Oznacme E,, = {(z1,...,2,) | z; € {0,1}}, pre z = (x1,...,25), ¥y = (Y1,-..,Yn) definujme
xRy < Vi;x; <y,;. Dokazte, ze (E,, =) je ciastocne usporiadana mnozina. Aky je maximalny

pocet navzajom neporovnatelnych prvkov?

1. Mame n? +1 prvkovu postupnost roznych prirodzenych cisel. Ukazte, ze existuje jej monotonna
podpostupnost dlzky n + 1.

2. Mame dane j, k a c1,co,...,ci. Kolko je vsetkych kombinacii s opakovanim j prvkov z k, ze
Vi; i-ty prvok sa opakuje najviac ¢; krat?

3. Priklad s hyperkockou. Prelozene: A je lubovolna mnozina n-prvkovych binarnych vektorov s k
jednotkami a B obsahuje vsetky take vektory, ktore dostaneme z niektoreho vektoru z A pridanim
jednotiek tak, aby jednotiek bolo I. Treba ukazat:

1A _ 1Bl

)~
Napr. ked n =3,k =1,1=2, A= {(0,0,1),(1,0,0)} tak B = {(1,0,1),(1,1,0), (0,1,1)}.
4. Konigova veta (to s tou maticou jednotiek a nul)

5. Ak R(m,n —1) = 2p, R(m —1,n) = 2q (teda su parne), potom plati: R(m,n) < R(m,n—1)+
R(m —1,n).

6. Mnozina QU (0, 1) je spocitatelna. Dokazte. (Pozn. autora: Takto sa to zachovalo. Zjavne je to
blbost, asi tam ma byt prienik.)

Z prikladov na skuske dalej: Pocet rozsadeni manzelskych parov, Spernerova veta, Ramseyove
cisla, Hallovo kriterium, 2k + 1 papierikov kolko mozme vybrat tak aby ked vyberieme a,b,c tak
a + b sa nerovna ¢, dokazat inkluziu exkluziu, odvodit Eulerovu funkciu, odvodit A’(r).

1. Kolko je moznych rozsadeni n nepriatelskych dvojic okolo okruhleho stola s ocislovanymi sto-
lickami?

2. Mame postupnost n? + 1 roznych prir. cisel. Dokazte, ze existuje rydzo monotonna podpostup-
nost dlzky n + 1.

3. Ostra nerovnost pri Ramseyho cislach, ak tie dve su parne. (Pozn. autora: vid vyssie)
4. Hallova veta.
5. NO X NO = No

6. Pocet particii cisla n na najviac m scitancov sa rovna poctu partici cisla m +n na m scitancov.

1. Dokazte, ze plati tato ohavna (na prve pohlady) suma, ci co:

(n+r—1)!
7l

(n+r—=3! nn-1) (n+r—75)! nl(n —1)!
=20 T 12 =t T dm—n)

n
1



2. Dokaz odhad poctu Spernerovych systemov A,,, pricom T}, = (Ln% J):
2Tn
2Tn < A, <
(z.)

3. Student riesi ulohy v priebehu roka. Kazdy den riesi (neznamena, ze vyriesi) aspon jednu ulohu.
Aby nebol pretazeny, v kazdom tyzdni vyriesi najviac 12 uloh. Dokazte, ze existuje niekolko po
sebe iducich dni, pocas ktorych student vyriesi 20 uloh.

Riesenie.

Takto zadané to neplati, napr. ked student kazdy pondelok vyriesi 12 tloh.

Keby tam bolo "kazdy den vyriesi aspoii 1 ilohu”, asi to uz plati, aj ked viac
ha))

by sa mi pécilo eSte zmenit "kazdy tyzden” na “kazdych po sebe idtcich 7
dni”.

4. Dokazte, ze mnoziny {0, 1} a {0,1, 2} maju rovnaku mohutnost.

5. Nech A,B su konecne mnoziny, |A| = n, |B| = m. Dokaz:

a) ak A a B su disjunktne, tak [AUB|=n+m
b) |A x Bl =nm
c) |AB] =nm

6. Nech X je konecna mnozina. Potom plati:

a) Ak f: X — X je injekcia, tak f je bijekcia.
b) Ak f: X — X je surjekcia, tak f je aj injekcia.

Riesenie.

a) Sporom, nech to nie je bijekcia, potom Ja € X, na ktory sa ni¢ nezobrazi.
Teda mame |X| vzorov, |X| — 1 obrazov. Z Dirichletovho principu sa
niektoré 2 vzory musia zobrazit na ten isty obraz, a teda f nie je injekcia.

b) Sporom, nech to nie je injekcia. Potom Ja,b € X; f(a) = f(b). Potom ale
musi byt f(X\{a,b}) = X\{f(a)}. To sa ale ned, lebo mnozina obrazov

.....

isty, tak na niektory iny sa nezobrazi nié.)

1. Pocet permutacii n prvkov takych ze a;11 nenasleduje bezprostredne za a;.

Riesenie.
Vraj vysledok (neoveril som, ale vyzera + dobre):

nl — ni(—l)i+1 (" . 1) (n—1)!

i=1

2. Je danych k prvkov v riadku, dokazte ze existuje medzi nimi postupnost po sebe iducich prvkov
takych, ze ich sucet je delitelny k.

Riesenie.

Vsimnime si sacty a, ay +asg, ..., a1 +...+ag. Ak je niektory z nich delitelny
k, vyhrali sme. V opa¢nom pripade si vSetky zvysky po deleni k£ z mnoziny
{1,...,k —1}. Z Dirichletovho principu dévaji 2 z nich rovnaky zvySok. No a
staci tie dva od seba odéitat.



3. Dokazte pomocou indukcie pre n ze mohutnost komplementu zjednotenia n mnozin sa rovna

ZZ:O(*l)kSk

4. Nutna a postacujuca podmienka existencie viacerych reprezentantov. (Tento priklad je v tych
lajstrach s prikladmi.)

RieSenie.

Podmienka je: Aby mala kazd4 mnozina r reprezentantov, treba a staci, aby
zjednotenie kazdych k mnozin malo aspon rk prvkov.

Insight (Pozn. autora: Nezlaknite sa, ak nerozumiete. MoZno pochopite pred
Stdtnicami.): Predstavme si bipartitny graf, vrcholy na jednej strane budd nase
mnoziny, vrcholy na druhej strane ich prvky, hrana medzi nimi je iff prvok patri
do mnoziny. Dajme kazdej hrane kapacitu 1, pridajme odtok, z kazdého prvku
don hranu s kapacitou 1, zdroj, z neho do kazdej mnoziny hranu s kapacitou r.
Potom hladany systém reprezentantov existuje prave vtedy, ked v tomto grafe
existuje tok s hodnotou rn, kde n je pocet mnozin. Prave uvedena podmienka
je ekvivalentnd s tym, Ze kazdy rez v naSom grafe ma kapacitu aspon rn.
(V jednej ¢asti rezu bude k vrcholov zodpovedajtcich mnozindm, tie prispeji
aspon rk hranami s kapacitou 1, v druhej zvysné, tie prispeji n — k hranami
s kapacitou r.)

5. Bijekcia N> — N.

6. Dokaz Konigovej vety.

RieSenie.

Insight (Pozn. autora: Nezlaknite sa, ak nerozumiete. Mozno pochopite pred
Statnicami.): Na t0 maticu sa moZzeme divat ako na maticu susednosti bipar-
titného grafu (ak a;; = 1, i-ty vrchol prvej a j-ty vrchol druhej particie st
spojené hranou). Kénigova veta vlastne hovori, ze v Iubovolnom bipartitnom
grafe je velkost najmensieho vrcholového pokrytia rovnaké ako velkost najvic-
sieho parovania.

Z kazdej hrany parovania musime do pokrytia vybrat aspon 1 vrchol. A preco
tolko staci? Najdime maximdlne parovanie = maximalny tok. Z kazdej hrany
parovania vyberieme ”spodny /pravy” vrchol (vzdialenejsi od zdroja), ak don
vedie zlepSujica cesta (cez nejaky parovanim nepokryty “horny/Tavy” vrchol,
ktory musime pokryt) a “horny/Tavy” vrchol inak.

Ustna: Dokazat Eulerovu vetu o particiach. Definicia grafu.



