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Vdaka zmene systému zo zndmkovacieho na kreditové, bolo mozné zapisat
si ZAKLADY TEORIE PROGRAMOVANIA v troch po sebe iducich skolskych
rokoch. Treba mat na paméti, Ze autori podielajuci sa na tvorbe tohto
dokumentu, tento predmet aj trikrat zapisany mali. Z toho vyplyva, ze urcite
nepatria k absolitnym odbornikom na dant problematiku. Tento dokument
si vytvorili len pre svoju osobnu potrebu ako uzito¢ni pomocku pri stiudiu.

Dokument je len doplnkovym materidlom. V Ziadnom pripade nema sluzit
ako nédhrada za dobré skripta alebo prednasku zo ZAKLADOV TEORIE PRO-
GRAMOVANIA. Autori nenesi ziadnu zodpovednost za pripadné chyby, prek-
lepy alebo nepresnosti, ale privitaji ich opravy ¢i vylepSenia. Rozsirenie
dokumentu o dalsie priklady a poznamky je taktiez vitané.

Osobitné podakovanie patri LUBOMIROVI HOSTOVI za vytvorenie skvelého
pracovného a zostavovacieho ramca pre pracu so systémami KTEX a pdfTEX.
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Kapitola 1

Programové schémy

1.1 Standardné programové schémy

Priklad 1 Mame program P;. Zistite, ¢o program pocita a napiste jeho
schému.

Py : begin [y1,ys) :==[1,1]
1: if yo > = then goto end
20 [ynye] = [y + L (1 + 1)7]
3: gotol
end [z] := [y]

RieSenie 1 Po kratkej analyze je zrejmé, Ze program pocita [y/x| (hornu
celt ¢ast odmocniny ).

Schéma S, abstrakcia programu vzhladom na riadiace Struktiry, vyzera tak-
to:

S: begin [y1,y2] = [a1,as]
1: if p(ys, x) then goto end
2: [ylayZ] = [fl(yl)afZ(yl)]
3: goto 1
end [z] := [yi]

Priklad 2 Napiste interpretéaciu I; tak, aby sme pomocou nej a predchadza-
jucej schémy S dostali povodny program P, tj. aby platilo P, = (S, Ih).
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Lt u(ply,z) = y>u
ia(fiy)) = y+1
i(f2(y)) = (y+1)°

il(a1> =1
’il(a2> =1
D1 = N

Priklad 3 Najdite interpretéaciu I, ktora spolu s predchadzajicou schémou
S vytvori program, ktory bude pocitat [logsz].

Iy: is(ply, @) = y>u
io(f1(y)) = y+1
ia(foly) = 2+

iQ(CL1> =1
’ig(@g) =0
DQ — N

Pomocou prikladu sme si ukazali, Ze nad jednou schémou S moézu byt postavené
viaceré programy (S, 11), (S, I2) ... (S, I,,) riesiace odlidné tulohy.

Priklad 4 Je dan& programové schéma S.

S: begin [y1,ys] = [z,d]
1: if p(y;) then goto end

2: [y, ye) = [f(w), 9(y1, v2)]
3: gotol
end [z] := [yo]

Néajdite interpretacie:

— I taka, ze program (S, I1) bude pocitat x! (faktorial x)

— I, taku, Ze program (S, I5) bude poécitat y ; ;4 (suma od 1 po x)
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RieSenie 4 Hladané interpretacie s zobrazené v nasledujucich tabulkéch.

Il N

a 1
p|y=0
f y1— 1
g Y1Yy2
I N

a 0

p y1 =10
/ y1— 1
g | Y1 +y2

Priklad 5 Napiste historiu vypo¢tu pre program P, = (S, I5) s hodnotou
vstupnej premennej z = 7. Formalne sa ohodnotenie vstupnych premennych
zapisuje ako v[x «— 7].

RieSenie 5 Je nutné si uvedomit, Ze histériu vypoctu mézeme zapisat vzhla-
dom na stavy vypoctu, ale taktiez vzhladom na konfiguracie. V nasom rieSeni
pouzijeme druht moznost, tj. histériu vypoctu vzhladom na konfiguracie.

CEEEEEREEE
© O O = s

=
S
U
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w

Priklad 6 Zostrojte Herbrandové univerzum pre predchadzajicu schému S.

RieSenie 6 Herbrandovo univerzum je mnoZzina retazcov symbolov zostro-
jenych zo vstupnych premennych a funkénych symbolov.

RieSenie za¢neme tym, Ze zoberieme vsetky vstupné premenné schémy (v na-
Som pripade vstupnt premenniu x) a vSetky pouzité konstanty (v naSom
pripade a; a as).
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L NCL IS PESNEE TR LR )
r, a1, ag

Dalej zoberieme funkcie f7 a fs a aplikujeme na vSetky dostupné termy, ktoré
doteraz reprezentuji konstanty aq, as a vstupna premenné .

" fi(x)”,” filar)”,” fi(az)”
" f2(2)7,7 f2(a1)”, 7 folaz)”

Tymto krokom sa nam teraz rozsirila mnozina termov, takze uvedenym spo-
sobom aplikovania funkcii f; a f; na termy pokrac¢ujeme dale;j.

" fi(fi(2)”, 7 fi(fi(ar))”,” fi(fi(az))”
" fi(fa(2))”, 7 fi(faar))”, ..

" fa(fi(2))7,7 fo(fi(ar))”s ..

7 fa(fa(2))7,

Takto je mozné pokracovat do nekone¢na. Uvedenym postupom sa teda dé
zostavit mnozina retazcov Herbrandového univerza vzhladom na prislusni
schému. V nasom pripade je tato mnozina spojené so schémou S.

Ked blizsie preskimame schému S, zistime, Ze napriklad term ” fi(f2(a2))”
nemoze nikdy pocas behu vypoctu vzniknit. Napriek tomu sa v8ak v mnozine
Herbrandového univerza nachadza.

Priklad 7 Schéma S sa zastavi prave vtedy, ked sa zastavi vypocet pre
kazda Herbrandovi interpretaciu schémy S.

Riesenie 7

—: 7 definicie vieme, Ze schéma S sa zastavi, ak pre kazdu interpretaciu
sa zastavi program (S, I). Program P = (5, I) sa zastavi, ak pre kazdé
ohodnotenie v vstupnych premennych T je hodnota val(S, I, v) definovana.
Kedze sme predpokladali, Ze schéma S sa zastavi, tj. v8etky vypoCty na nej
sa zastavia, zastavia sa aj vSetky vypocty s Herbrandovymi interpretéciami.

<—: Musime dokézat, %e vypocet sa zastavi pre [ubovolni interpretéaciu I a
Tubovolné ohodnotenie v vstupnych premennych z. Ku kazdej dvojici I a v
existuje s nimi zladena Herbrandova interpretacia Iy. Z predpokladu sa ale
vypocet pre Iy zastavi, takze sa musi zastavit aj vypocet (S,7,v). Ak sa
zastavia v8etky vypocty na schéme S, zastavia sa aj vSetky programy (S, I).
Ak sa zastavia vSetky programy, potom sa aj schéma S zastavi.
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1.2 Nerozhodnutel'nost vlastnosti schém
Priklad 8 Mame dana schému S.

S begin [y1, 2] := [a, d]
1: if p(y1) then goto end

(1] == [f(y1)]
if p(y;) then goto end

[y, y2] = [f(y1), f(y1)]

if p(y,) then goto 7

goto end

if p(y2) then goto 4
8: goto 2

end [z]|:=[q]

N O O W N

Néajdite interpretaciu I; taku, ze program P; = (S, ;) diverguje.

RieSenie 8 Aby program divergoval, potrebujeme vytvorit vecny cyklus,
¢ize zabezpecit beh programu bez dosiahnutia prikazu na névesti end. Smer
behu programu ovplyviuju predikaty. Pre nas zamer bude vhodné, ak pre-
dikat p(z) bude davat napriklad takéto vysledky.

pla) = false
p(f(a)) = false
p(f(f@) = true

Vzdy po vykonani prikazu na riadku 4 obsahuji premenné y; a y, rovnaké
hodnoty. Preto ak vysledok testu na riadku 5 bude true, potom bude true
aj vysledok testu na riadku 7. Pre ve¢ny cyklus teda staci, aby este platila
nasledujica podmienka.

Vn > 2: p(f*(a)) = true

Hladana interpretacia I; = (D1, 1) moze potom vyzerat takto:
L i(p(x)) = 2>2
ia(f(z)) = z+1
il(a) =0

D1:N
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Priklad 9 Dokazte alebo vyvratte tvrdenie, ze pre schému S z predchédza-
juceho prikladu, pre kazda koneént doménu D, a pre kazdy interpretacny
morfizmus ¢ plati, ze program P, = (S, (Ds, i2)) sa zastavi.

RieSenie 9 Tvrdenie neplati. Ak na kone¢nej doméne Dy, = {0, 1, 2}
upravime funkciu f tak, ze bude vstupny parameter inkrementovat najnajvys
po hodnotu 2, dostdvame dokonca divergentny program P,.

ia(p(r)) = w=>2
io(f(x)) = min(z+1,2)
iQ CL) = 0

Priklad 10 Rozhodnite, ¢ je problém dosiahnutelnosti prikazu v standard-
nej schéme rozhodnutelny. Svoje tvrdenie dokazte.

RieSenie 10 Problém je ¢iasto¢ne rozhodnutelny.

1. Nie je (aplne) rozhodnutelny.
Sporom. Predpokladajme, Ze je problém rozhodnutelny. Potom vieme

rozhodnut aj to, ¢ je dosiahnutelny prikaz end. Takto by sme ale
vedeli rozhodovat divergenciu schémy a to nasledovnym sposobom:

— ak je end dosiahnutelny, tak schéma nie je divergentné,

— ak end dosiahnutelny nie je, tak schéma je divergentné.

2. Je ¢iasto¢ne rozhodnutelny.

Zostrojime procediru, ktora povie, Ze je prikaz dosiahnutelny ak je
prikaz dosiahnutelny. Ak je prikaz nedosiahnutelny procedira povie, Ze
je prikaz nedosiahnutelny alebo nepovie ni¢ (bude bezat donekonecna).

Procedura simuluje vypocty programov na schéme reprezentovanej stro-
mom. Pri predikatoch existuji dve hrany, inde je hrana len jedna. Cize
vrcholmi stromu s dvomi hranami st miesta v schéme, kde sa testuju
predikaty (if ... then ...). Korefiom stromu je navestie begin.

Strom prehladavame do Sirky, tj. po rozdeleni sledujeme vsetky vetvy
stromu sicasne. Vypocet sa rozdeli na n ciest, ale n je vzdy konec¢né
¢islo. Koniec behu procedury méze nastat v dvoch moznych pripadoch.

a. V niektorej z ciest prideme na prikaz, ktorého dosiahnutelnost
sme cheeli zistit. Odpovieme, ze prikaz je dosiahnutelny (aspon
jednou interpretaciou a vstupnym ohodnotenim).
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b. Vsetkych n ciest sa dostane do prikazu end pricom ani jedna
nepresla hladanym prikazom. Odpovieme, Ze prikaz nie je do-
siahnutelny ani jednou interpretaciou s Tubovolnymi vstupnymi
hodnotami.

V pripade, Zze dany prikaz nie je dosiahnutelny a v programe sa vysky-
tuje cyklus, nasa procedura nikdy neskondci.

Priklad 11 Uvazujme triedu dosiahnutelnych schém D. Je prislusnost sché-
my k triede D rozhodnutelny problém? Svoje tvrdenie zdovodnite.

RieSenie 11 Problém je ¢iasto¢ne rozhodnutelny.

7 definicie vieme, 7ze dosiahnutelné schéma obsahuje iba dosiahnutelné pri-
kazy. Pre kazdy prikaz v dosiahnutelnej schéme existuje interpretéicia, pri
ktorej sa prikaz vykona.

V predchadzajucom priklade sme dokézali, Ze problém dosiahnutelnosti pri-
kazu je Castocne rozhodnutelny. V naSej procedire, ktord bude skumat
prislusnost schémy k triede D, sa rovnakym spésobom stucasne opytame na
dosiahnutelnost vSetkych prikazov schémy.

Mnozina prikazov schémy je konecna, takze sa v kone¢nom ¢ase dozvieme, Ze:

— bud v8etky prikazy schémy st dosiahnutelné, potom je aj schéma do-
siahnutelna a teda patri do triedy D,

— alebo existuje prikaz, ktory nie je dosiahnutelny, potom aj schéma nie
je dosiahnutelné a teda nepatri do triedy D,

— alebo sa beh procedury neskoné¢i a v tomto pripade schéma taktiez
nepatri do triedy D.

Priklad 12 Uvazujme triedu Strukturovanych schém W. Je problém diver-
gencie pre Struktirované schémy rozhodnutelny? Svoje tvrdenie zd6vodnite.

RieSenie 12 Problém je rozhodnutelny.

Struktarované schémy obsahuju iba riadiace Struktary if a while a neob-
sahuja riadiacu Strukturu goto. Pre kazda struktirovand schému sa dé
vytvorit interpretacia taka, Ze pokial navestie end existuje, tak bude dosiah-
nuté. Konstrukcia interpretacie je trividlna — vysledkom kazdého predikatu
pouzitého v riadiacej struktire while musi byt false.
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7 toho ale vyplyva, Ze neexistuje divergentné strukturovana schéma taka, ze
obsahuje navestie end. Naopak, ak schéma névestie end neobsahuje, tak
je ur¢ite divergentna. Preto je problém divergencie na W rozhodnutelny.
Odpovedou pre kazdu strukturovani schému je, Ze schéma je divergentna ak
neobsahuje navestie end, inak nie je divergentna.

1.3 Porovnavanie tried programovych schém
Priklad 13 Rozhodnite, ¢i je schéma S volna.

S: begin [y1,y2] = |a,a]
1: if p(y1) then goto 4

2: [y = [f(w)]
3: gotol
4: if p(y,) then goto end
5t [y, 2] = [g(y1), f(y2)]
6: goto4

end [z] := [y1]

RieSenie 13 Z definicie vieme, Ze schéma S je volna, ked pre kazdu cestu
vedtcu zo zaciatocného prikazu existuje interpretacia I a ohodnotenie vstup-
nych premennych v také, ze vypocet (S, I,v) sleduje tuto cestu.

Schéma S reprezentuje dva cykly. Na zaciatku sa premenné y; a vy, inicializu-
ju na rovnaka hodnotu. V prvom cykle sa iteruje podla y;, v druhom cykle
sa iteruje podla 5. V oboch pripadoch testuje ukoncenie cyklu predikat p
aplikovany na itera¢ni premenni. Takze oba cykly budt mat vzdy rovnaky
pocet opakovani.

To je ale v rozpore s volnostou schémy, pretoZze nie s mozné vypocty, kde
pocet opakovani prvého cyklu nie je rovnaky ako pri druhom cykle. Takze
sa neda spravit napriklad 3-nasobné opakovanie prvého cyklu nasledované
2-nasobnym opakovanim cyklu druhého. Schéma S teda nie je volné.

Priklad 14 Mame danta Janovovu schému S;.
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S1: begin [y] = [z]

Lo [yl = [f(y)]
if p(y) then goto 6
[y] = [f(y)]
if p(y) then goto 6
goto 2
if ¢(y) then goto 8
goto 4

Clyl = (y)]
end [z] := [y]

00 3 O UL i~ W o

Najdite ku schéme S; ekvivalentnt volna Janovovu schému S;,. Schému
napiste a struc¢ne zdovodnite, pre¢o je schéma S;, volna a ekvivalentna
so schémou 9.

RieSenie 14 RieSenim je schéma 5, .

S1, : begin [y] := [z]

Lo [yl = [f(y)]
if p(y) then goto 4
goto 1
if ¢(y) then goto 6
goto 5

Dyl = ()]
end [z] := [y]

DD O W N

Volnost: Ak predikat p(y) plati, tak sa uz dalej netestuje. Ak neplati, tak
pred d'alsim testom toho istého predikatu sa zmeni premenné y. Predikat ¢(y)
sa testuje len raz. Pre kazdu cestu existuje interpretacia [, a valuacia vy,
taka, ze vypocet (S1,, I1,, v1,) sleduje tuto cestu, takze schéma je volna.

Ekvivalencia: Oproti povodnej schéme sme zmenili prikaz 7 : goto 4 na novy
prikaz 5 : goto 5. V povodnej schéme bol tento prikaz dosiahnutelny iba ak
na riadku 4 platil predikat p(y) a na riadku 6 neplatil predikat ¢(y), ¢oho
dosledkom bol opét skok na riadok 4 a rovnaké testy s rovnakymi hodnotami,
¢ize vetny cyklus. Cyklusom 5 : goto 5 sme teda dosiahli ekvivalentni
schému.

Taktiez sme vynechali podmienku na riadku 4, pretoze moéze byt nahradené
ekvivalentnou podmienkou na riadku 2 povodnej schémy. Nakoniec sme zre-
dukovali prikazy na riadkoch 1 a 3 pévodnej schémy, pretoze sa po malych
upravéach novej schémy daji nahradit jednym prikazom.
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Priklad 15 Dana je standardné schéma Ss.

Sy @ begin [y| = [z]
1: if p(y) then goto end
2: if ¢(y) then goto 6
30 [yl = ()]
4 if p(y) then goto 2
5: goto end
6 : if p(y) then goto 10
7
8

[y] := [f2(y)]
. if ¢(y) then goto end
9: goto 1
10: [y] == [f3(y)]
11: goto 8
end [z]:= [y]

Néjdite ku schéme Sy ekvivalentnii volnt schému S, .
RieSenie 15 RieSenim je schéma Ss, .

Sy, : begin [y] := [z]

1: if p(y) then goto end
2: if ¢(y) then goto 6
30 [yl =LA ()
4: if p(y) then goto 10
5: goto end
6: [yl == [fo(y)]
7: if ¢(y) then goto end
8 : if p(y) then goto end
9: goto 3

10 : if ¢(y) then goto 12
11: goto 3

12 [y] = [f3(y)]

13: goto 7

end [z] := [y]

Schému Sy, sme nasli pomocou vytvorenia vyvojového diagramu povodne;j
schémy Ss a jeho naslednych modifikacii vedicich k zvolneniu pri zachovani
ekvivalencie. Tento postup je Standardny. Nedoporucuje sa pisat programovy
kod vyslednej schémy priam(ﬂ.

Lpretoze to ide naozaj len vel'mi tazko
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Priklad 16 Dana je standardné schéma Ss.

Ss: begin [y| = [z]
1: if p(y) then goto 9
if ¢(y) then goto 5
if p(y) then goto 8
goto 2
Lf1(y)]

Yl =

if ¢(y) then goto 1
goto end

[y] == [fa(y)]

[yl == [f3(y)]
end 2] == [y]

@OO\]@CN.-&QOM

Najdite ku schéme S5 ekvivalentnu volnii schému Ss, .

RieSenie 16 Riesenim tlohy je teda schéma Ss, .

s, + begin [y] := [z]
1: if ¢(y) then goto 4
if p(y) then goto 8
goto 3

if p(y) then goto 8
[yl == [1(y)]

if ¢(y) then goto 1
goto end

[yl == [f3(y)]
end 2] = [y]

OO\IOACN)-%OJN)

Priklad 17 Mame danu Standardna schému S.

St begin [y, ya] = [z, 4]
1: if p(y1) then goto end
20 [y, ye] = [f(y1), 9(y1, 92)]
3: goto 1
end [z] := [y

Najdite ku schéme S ekvivalentnu rekurzivnu schému R.
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RieSenie 17 Ekvivalentnu rekurzivnu schému R zostrojime pomocou Stan-
dardného postupu. Navestia Standardnej schémy prepisujeme pomocou fun-
kénych premennych ¢; (simulécia toku riadenia) tak, aby v ich rekurzivnych
definiciach vektory vstupnych argumentov 7 zodpovedali vektorom pracov-
nych premennych (simuldcia zmenu stavu vypoctu).

oo(y1,92) = 2= ¢i(,a)

¢1(y1,y2) = if p(y1) then ¢.(y1,y2) else da(y1,y2)
P2(y1,92) = d3(f(1), 9(y1,92))

¢3(y1, 3/2) = ¢ (y1, ?/2)

Ge(y1,92) = o

Jednoduchym dosadenim do funkénych premennych ¢; dosiahneme zjednoduse-
nie systému rekurzivnych definicii a vyslednii schému R.

R: begin [y, yo] = [z, 4]
¢1(y1, y2) <= if p(y1) then y, else ¢1(f(y1), 9(y1,92))
end [z]| := [¢1(z,a)]

Priklad 18 Dana je standardna schéma S.

S: begin [y] := [z]
1: if p(y) then goto end

2: [yl =)l
31 if g(y) then [y] := [g(y)]
4 : if p(y) then goto 2
5: gotol
end [z] = [y]

Najdite rekurzivnu schému R, ktora je ekvivalentna so schémou S. Upravte
najdent schému tak, aby mala minimalny pocet funkénych premennych.

RieSenie 18 Ked7Ze ide o ulohu rovnakého typu ako v predchadzajicom
priklade, aj nas postup bude obdobny. Najskor vytvorime zakladnu ststavu
rekurzivnych definicii.
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o(y) = 2= ¢i(x)
¢1(y) = if p(y) then ¢.(y) else ¢3(f(y))
¢2(Z/) = ¢3(f(y))
¢3(y) = if q(y) then ¢4(g(y)) else ¢4(y)
¢a(y) = if p(y) then ¢s(y) else ¢5(y)
gb5(y) = ¢1(y)

be(y) = y

Minimalny pocet fun¢nych premennych dosiahneme nasledovnymi krokmi:

— ZruSenim ¢, a dosadenim ¢3 na prislusné miesta vo ¢; a ¢y.

Zrusenim ¢, a dosadenim y na prislusné miesto vo ¢;.
— ZruSenim ¢5 a dosadenim ¢; na prislusné miesto vo ¢y.

— Zrusenim ¢4 a dosadenim prikazu if na prislusné miesta vo ¢s.

Po tychto tpravach dostavame vysledna rekurzivnu schému R, ktora je ek-
vivalenta so schémou S.

R: begin [y] := [z]
¢1(y) <= if p(y) then y
else ¢3(f(y))
¢3(y) <= if q(y) then if p(g(y)) then ¢3(f(g(v)))
else ¢1(g(v))
else if p(y) then ¢3(f(y))

else 1 (y)
end [z] := [¢1(z)]
Priklad 19 Méame dant standardni schému S.

S: begin [y] := [7]
1: [yl = [f(v)]
2: if p(y) then goto 5
3: [yl =19yl
4: gotol
5: if p(y) then [y] := [A(y)]
6: if p(y) then goto end
7: goto b

end [z] := [y]
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Najdite ku schéme S ekvivalentnu rekurzivnu schému R.

Riesenie 19 Do tretice je uvedeny priklad rovnakého typu, tj. tloha na
prevod Standardnej schémy do rekurzivnej. Tentoraz vSak iba s vyslednou
podobou rekurzivnej schémy. Citatel si tak mozZze aspon porovnat vysledok.

R: begin [y] := [z]
¢1(y) <= if p(f(y)) then ¢5(f(y))
P

else ¢1(g(f(y)))
®s5(y) ) then h(y)

else ¢s(N(y))
else if ¢(y) then y

else ¢5(y)

if p(y) then if q(h(y)

end [z] := [¢:(7)]
Priklad 20 Mame dant rekurzivnu schému R.

.
if p(y) then f(y) else h(é(g(y)))

S
S
ﬂ'n'

Zistite, ¢ existuje k tejto schéme Standardné schéma S. V pripade, Zze exis-
tuje, najdite ju.

RieSenie 20 étandardnjzm postupom hl'adania ekvivalentnej rekurzivnej sché-
my k Standardnej schéme je:

1. Zistit akého tvaru je vystupna premenné rekurzivnej schémy a rozhod-
nut, ¢i moze existovat standardna schéma davajica rovnaké vysledky.

2. V pripade kladnej odpovede v predchadzajicom bode uz ostava iba tito
schému néjst. V mnohych pripadoch to ide, nie vSak vo vSeobecnosti.

Vystupné premenné z schémy R je tvaru h" fg"(a), kde hodnota n vyjadru-
je hlbku rekurzivneho vnorenia. V triede Standardnych schém S existuje
schéma S ekvivalentna s R generujica vystupné premenné uvedeného tvaru.
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S: begin [y1,y2] = [a,a]
1: if p;(y1) then goto 4

20 [y] = [g(y1)]
3: goto 1
40 [n] = [f(y)]
5: if p(y2) then goto end
6: [y1,y2] == [h(y1), 9(y2)]
7: goto b

end [z] := [y]

Obsah pracovnych premennych [y, y2] v prikaze begin bol [a, a], pred
riadkom 4 bol [¢"(a), al, po riadku 4 bol [f¢"(a), a] a nakoniec v prikaze end
bol obsah pracovnych premennych [h" fg"(a), ¢"(a)]. Vystupnej premennej z
sa priraduje hodnota y;, ktorej obsah je v Ziadanom tvare.

Priklad 21 UvaZzujme triedu $truktirovanych schém W?. Trieda W? je obo-
hatena o booleovské premenné a dobre otypované priradenie do booleovskych
premennych. Ktori z uvedenych konstrukeii je alebo nie je mozné prelozit
do ekvivalentnej schémy z triedy W°? Zdovodnite preco.

W, : while b; Aby do S od
Wy : while b; V by do S od
W3 : while =b do S od

RieSenie 21 Zac¢neme konstrukciou Wy, ktora ide prelozit do triedy W.
Z toho vyplyva, ze uréite pojde prelozit aj do triedy WWP. PouZitie booleovskych
premennych a priradeni je vSak v tomto pripade nepotrebné.

W, : while b, do S;
while b, do
while b; do S:

Pre nasledujuce programové konstrukcie vsak uz bude pouzitie booleovskej
premennej nevyhnutné. Mame teda moznost pouzitia premennej bool, do ktorej
mozeme priradovat hodnoty inych booleovskych premennych, ako je napr. by
alebo by. Tiez je mozné priamo priradovat booleovské konStanty true a false.
Je nutné si ale uvedomit, Ze trieda WP nie je ¢iasto¢ne interpretovana vzhla-
dom na pouzitie logickych operatorov A (AND), v (OR) alebo = (NOT).

Najdime teda konstrukciu W, € W? ekvivalentnti s W.
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W, @ [bool] := false;
if b; then
if by then [bool] := true;
while bool do

S;
[bool] == false;
if b; then

if by then [bool] := true;
od

Viac elegancie v rieSeni je mozné ziskat nahradenim konstrukcif

[bool] := false;
if b, then
if by then [bool] := true;

za jednoduchsie
if b; then [bool] := [by]
else [bool] := [b/]

Uvedenym spdsobom sa da dokonca vyhnut pouzitiu konstant true a false.
To uz vsak nie je mozné pri zostavajicej konstrukcii Wé € WP, ktora je
ekvivalentna s Wj.

’

Wy o [bool] := true;
if b then [bool] := false;
while bool do

S;
[bool| = true;
if b then [bool] := false;

od

Priklad 22 Uvazujme triedu volnych schém V), triedu rekurzivnych schém R
a triedu dosiahnutelnych schém D. Sformulujte a zdévodnite vztahy medzi
uvedenymi triedami schém a triedou standardnych schém S na zaklade relacii
podtrieda C, prelozitelné trieda C a efektivne prelozitelna trieda <.

RieSenie 22

S,V — porovnanie tried Standardnych a volnych schém
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S ¢ V Existuje standardna schéma, ktoré nie je volna.

S L'V Vo v8eobecnosti neexistuje postup, pomocou ktorého sa da spravit ek-
vivalentna volna schéma ku kazdej Standardnej schéme, aj ked v mno-
hych pripadoch to ide. Pre kontrapriklad pozri tvrdenie D [ V.

S 4V Priamo vyplyva z tvrdenia S [Z V.

VCS, VES, VIS

Tvrdenia st zrejmé, vyplyvaju priamo z definicii.

S, R — porovnanie tried Standardnych a rekurzivnych schém

S € R Ide o syntakticky odligné schémy, takZe principidlne nemédzu byt nav-
zadjom podtriedami.

S C R Standardné schéma sa da previest na ekvivalentnu rekurzivnu schému.

S <R Existuje standardny postup, pomocou ktorého sa dé previest standard-
né schéma na ekvivalentt rekurzivnu. Niekolko ukézok sa nachadza aj
v tejto zbierke prikladov.

R € S Ide o syntakticky odlisné schémy, takze principidlne nemézu byt nav-
zajom podtriedami.

R L S Existuje rekurzivna schéma ku ktorej neexistuje ekvivalentna standard-
na schéma. V niektorych pripadoch sa vsak rekurzivna schéma d& pre-
viest na ekvivalentu $tandardnia (viz. napriklad ulohu v tejto zbierke).

R 4 S Priamo vyplyva z tvrdenia R [ S.

S, D — porovnanie tried Sstandardnych a dosiahnutelnych schém

S ¢ D Existuje standardna schém, ktora nie je dosiahnutelnd. Kontraprik-
ladom je schéma obsahujica jeden alebo viac komponetov nestivislosti
(tzv. ostrovceky).

S C D Odstranenim komponentov nestivislosti zo standardnej schémy sa stane
schéma dosiahnutelnou.
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S4D

Odstranovanie komponetov nesuvislosti vSak nemoze ist spravit efek-
tivne. Ak by to islo, vedeli by sme rozhodovat divergenciu Standard-
nych schém. Kazda schému z triedy S by sme previedli na ekvivalentnu
schému z triedy D a spytali sa na dosiahnutelnost névestia end.

DCS, DCS, DS

Tvrdenia st zrejmé, vyplyvaju priamo z definicii.

Priklad 23 Uvazujme triedu dosiahnutelnych schém D, triedu priechod-
nych schém P a triedu Janovovych schém J. Sformulujte a zddévodnite
vztahy medzi uvedenymi triedami schém a triedou volnych schém V na zak-
lade relacii podtrieda C, prelozitelna trieda C a efektivne prelozitelna trie-

da <.

RieSenie 23

V, D — porovnanie tried volnych a dosiahnutelnych schém

VgD

D¢V

Komponenty nesuvislosti neodporuju volnosti, nakol’ko do nich nevedie
cesta zo zaciatku schémy. Odporuju vSak dosiahnutelnosti schémy.
Preto existuje schéma, ktora je volnéa, ale nie je dosiahnutelné.

Vyplyva z tvrdeni ¥V € S A § C D.

KedZe volné schémy su orientované grafy a na orientovanych grafoch
existuje algoritmus odstranujuci komponenty nestuvislosti, potom sa da
kazdé volna schéma efektivne prelozit do ekvivalentnej dosiahnutelne;j
schémy. Algoritmus je linearny vzhladom na pocet hran a kvadraticky
vzhladom na pocet prikazov schémy.

Existuje dosiahnutelna schéma, ktora nie je voIna.

i: if p(y) then goto i + 2
i+1: if p(y) then goto i + 3
i+2: [yl =yl
1+ 3

Vsetky prikazy v nacrtnutej casti schémy st dosiahnutelné, ale cesta
z i+ 1 do i+ 3 nie je volna.
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DY

Existuje dosiahnutelnéa schéma, ktora sa neda previest na volna. Prik-
ladom méze byt napriklad nasledujica schéma s dvojitym cyklusom da-
vajuica na vystupe f"¢"(a), kde n je pocet opakovani prvého a druhého
cyklu.
begin [y1,y.] := [a, d]
1: if p(y;) then goto 4

2: ] = [f()]
3: gotol
4 : if p(y,) then goto end
51 [y e] = lg(n), f(y2)]
6: goto4
end [7] := [y]
D 4V Priamo vyplyva z tvrdenia D I V.
V, P — porovnanie tried volnych a priechodnych schém
V ¢ P Existuje volna schéma, ktora nie je priechodna. Inkriminované schéma

PV

PLY

PLY

obsahuje také komponenty nestvislosti, ktoré neodporuji volnosti, ale
odporuju priechodnosti schémy.

Odstranenim komponentov nestvislosti volnej schémy dostavame ekvi-
valentnu priechodnu schému.

Analogicky ako dokaz tvrdenia ¥V < D. Je nutné najdenie komponen-
ty suvislosti orientovaného grafu s vrcholom begin reprezentujiceho
volni schému a odstranenie ostatnych komponentov nesivislosti.

Existuje priechodna schéma, ktora nie je volna. Pre kontrapriklad pozri
tvrdenie D I V.

Existuje priechodna schéma, ktord sa neda prelozit do ekvivalentnej
vol'nej schémy. Pre kontrapriklad pozri tvrdenie D I£ V.

Priamo vyplyva z tvrdenia P I V.

V, J — porovnanie tried voInych a Janovovych schém

VT

Existuje volna schéma, ktord nie je Janovova. Je to jednoducho taka,
ktora obsahuje viac ako jednu pracovni premennii.
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V [ J Existuje volna schéma, ktora sa neda prelozit do ekvivalentnej Jano-
vovej schémy. Ako kontrapriklad posluZi volna schéma, ktora obsahuje
dve pracovné premenné, pricom obe st v schéme vyuzivané tak, Ze sa
nedaju nahradit jednou pracovnou premennou.

V 4 J Priamo vyplyva z tvrdenia V I£ J.

J ¢V Existuje Janovova schéma, ktora nie je volna.

J CV Z kazdej Janovovej schémy sa dé spravit ekvivalentna volna Janovova
schéma. Dokaz tvrdenia sa nachadza v skriptéch.

J <V Kazda Janovova schéma sa da efektivne prelozit do ekvivalentnej volnej
Janovovej schémy. Popis postupu sa opéat nachadza v skriptach.



Kapitola 2

Spravnost programov

2.1 Metody dokazovania spravnosti

Priklad 24 Uvazujme nasledujuci Standardny program P, ktory pocita [/ ]
(hornu celd ¢éast odmocniny ).

P: begin [y1,ys] :=[1,1]
1: if yo > x then goto end
20 fynye] =l + 1 (5 +1)7
3: gotol
end [z] := [y]

Definujte vstupnit podmienku, vystupnt podmienku a invarianty. Floydovou
metddou dokazte ¢iastoénu spravnost programu vzhladom na vstupni a vys-
tupna podmienku.

RieSenie 24 Vstupna podmienka presne vymedzuje vstupné hodnoty pre
ktoré déva program ziadany vysledok. V naSom pripade ide o vSetky klad-
né hodnoty. Program by sa dal modifikovat aj tak, aby déval zmysluplné
vysledky pre vSetky nezédporné hodnoty, ale prinieslo by ndm to isté mnozst-
vo dalsich komplikécii. Takze vstupné podmienka p vyzera nasledovne.

p(z): x>0

Vystupna podmienka ¢ popisuje z = [/x].

22
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q(,2) : NEI
(z—1) < ax < =z
(z=1?2 < = <

Invariantu v prikaze begin zodpoveda vstupna podmienka a invariantu v prikaze
end zodpoveda vystupna podmienka.

]B = p

I = ¢
Program obsahuje jeden cyklus. Idealne miesto pre jeho deliaci bod je tam,
kde sa z cyklu vychadza. V programe P je to rovnaké miesto ako to, kde

sa do cyklu vchadza. Ako deliaci bod teda zvolime riadok 1. Invariant I
v tomto bode vyzera nasledovne.

Li: (=17 <z A=y
Prva cast invariantu I; reprezentuje riadiacu podmienku cyklu. V druhej
Casti sa definuje zavislost medzi premennymi y; a s.

Program P obsahuje tri deliace body medzi ktorymi su tri konec¢né cesty.

— cesta Bl: begin — riadok 1
— cesta 11: riadok 1 — riadok 1
— cesta 1E: riadok1l — end

7 definicie vieme, Ze pre kazda cestu musime dokazat verifika¢ni podmienku
odvodent z nasledujiceho v8eobecného tvaru.

VZ,y 1a(T,y) N Rap(T,y) = Ip(T,raB(T,7))

cesta B1: Pouzitim spétnej substiticie odvodime podmienku prechodu a mo-
difikiciu pracovnych premennych na ceste Bl a dosadime do prislusne;j veri-
fika¢nej podmienky.

Rpi(y1, y2) = true
TBI(?JI; y2) = (17 1)

Ig A true = I,(1,1)
>0 A true = (1-12<z A 12=1
>0 A true = 0<zx A 1=1
x>0 A true = x>0
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cesta 11: Podobne ako v predchédzajicom pripade odvodime Ri; a ry; a
dosadime do verifika¢nej podmienky pre cestu 11.

(v, v2) = (o + 1 +1)%)

Ly, y2) N ya<z = Ly +1,(y1+1)%)
m—1P<z Ayi=p Ap<r = ((p+l-10<z A (m+1)°*= @ +1)°
Yi=ys N yp<z = y2<z A true
pi<r = yi<uz

cesta 1E: A do tretice aj pre poslednu cestu odvodime spatnou substiticiou
Rip a r1p a dosadime do prisluchajicej verifika¢nej podmienky.

Rip(y1, y2) = true A yp >
me(z) = n
Li(yi,y2) N o> = Ig
(p—12<a Ap=y ANp>r = (y1h—1)>2<a<y?
(p—12<zANyi>r = (—17°<z AN yl>x

Pre vSetky cesty v programe P sme overili platnost prislusnych odvodenych
verifika¢nych podmienok a tym sme dokazali aj ¢iastocnt spravnost progra-
mu P vzhladom na vstupnt podmienku p a vystupni podmienku q.

Priklad 25 Dany je standardny program P.

P begin [y1,yo] :=[0,24]
1: if y, < 25 then goto end

2: [y, y2] =y + 1,92 — 2]
3: gotol

end [z, 23] := [y1, o)

Floydovou metodou formalne dokézte ¢iastoénu spravnost programu P vzhla-
dom na nasledujice podmienky:

e vstupna podmienka — p(xy,23) 1 1 >0 A 29 >0

e vystupnd podmienka — q(z1,x9,21,29) 1 z1X2 + 20 =21 A 0 < 29 < @9

Urcte deliace body, najdite k nim prislichajice invarianty, zostrojte veri-
fika¢né podmienky a ukazte, ze platia.
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Riesenie 25 Po kratkej analyze zistime, Ze program deli hodnotu vstupne;j
premennej x1; hodnotou xy. Delitel je uloZeny do vystupnej premennej z; a
zvySok po deleni do premennej z,. Vysledok je tak tvaru z; = 2129 + 29,
kde zo < x9 (zvySok je mensi ako hodnota, ktorou delime).

Mame dva implicitné deliace body v navestiach begin a end. Invariantom
v tychto bodoch zodpovedaju vstupna podmienka p a vystupné podmienka q.
Takze plati I =pa lg =q.

KedZe program opat obsahuje jeden cyklus, ako jeho deliaci bod zvolime
riadok 1. Je to miesto kde sa do cyklu vchadza i vychadza. Konstrukcia
invariantu k tomuto deliacemu bodu programu je nerozhodnutelnym prob-
lémom. Preto sa snazime vy¢itat z vlastnosti programu i cyklu ¢o najviac
uzito¢nych informacii a vlozit ich do podmienok invariantu I;.

Li: zy=yx04+1y2 AN 29>0 A y1 >0 A 42 >0

Pre kazdu z troch ciest odvodime a dokazeme verifika¢nt podmienku.

cesta B1:
Rpi(y1, y2) = true
rei(y1, ¥2) = (0, x1)
11(0,1'1)
1 =09 +21 AN 29>0 AN 020 A 2,20
=21 N 29>0 A 21 >0
120 A 29>0

Ig A true
1 >0 A 29>0
1 >0 A x29>0
120 A 29>0

4l

cesta 11:

Rll(yl, y2) = true A ﬁ(y2 <$2) = Yo > X9
(Y, ¥2) = (1 + 1,52 —22)

Li(yi,y2) N Yo >20 = Ly +1,y0 — 29)

r1=yTat+yYo N 22>0 AN 120 AN 20 A yo 220 =
= xlz(y1+1)a:2+(y2—$2) A .1'2>0 N y1+120 A yg—xQZO
(zrejme ya > 0Axo > 0Ays > 29 = y2 — 22 > 0)
Ty=y1x2+Y N y1 =20 AN yp—22 20 =
= rn=yraty N1 +12>20 AN ya—2220
(zrejme plati y; > 0=y +1>0)

cesta 1E:
Rip(y1, y2) = true N ys < x9

7’1E(217 22) = (yb y?)
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Li(yi,y2) N ya<xo0 = Ig

1 = Y1T2 + Yz A o >0 A y120 A y220 N Yg < Ty =
= 21 =110+ Yo N 0 <y <9

T1=yTe+Y2 A Y220 A yp <9 =
= T1=YT2t+ Y2 N Y220 Ay2 <y

Po overeni verifika¢nych podmienok pre vSetky cesty je ¢iastoéna spravnost
programu P dokizana.

Priklad 26 Dany je Struktdrovany program P.

P: begin [y1,ys] :=[1,1]
while ¢, < = do

[yla y2] = [yl + 17 (yl + 1)2]
od
end [z] := [y1]

Hoareovou metodou formalne dokéazte ¢iastocnu spravnost programu P vzhla-
dom na nasledujiice podmienky:

e vstupna podmienka — p(x) : = >0

e vystupna podmienka — q(x,y) : (2 —1)? <z < 22

Riesenie 26 Hoarcova metoda dokazovania cCiastocnej spravnosti struktu-
rovanych programov sa opiera o logicky systém zalozeny na jazyku induk-
tivnych formul {p} P {q}. Pri dokazovani sa pouzivaja vSetky platné formu-
ly Specifika¢ného jazyka, axioma priradenia a inferen¢né resp. odvodzovacie
pravidla Hoareovského kalkulu.

Pre dokaz ¢iastocnej spravnosti programu P musime dokazat platnost nasle-
dujicej induktivnej formuly.

{r} P {q}

Kratkou analyzou zistime, zZe program P sa sklada z troch casti. Z dostup-
nych inferen¢nych pravidiel teda aplikujeme pravidlo kompozicie a vyrieSime
induktivne formuly zodpovedajtce jednotlivym ¢astiam programu P.

{p} P {r} {r} P {s} {s} Bs{q}
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Este pred samotnym riesenim jednotlivych induktivnych formul sa poktsime
prisposobit si podmienky r a s. Cast P, je while cyklus s podmienkou b,
preto uhadneme, ako by mohla vyzerat podmienka s, ktora plati po jeho
ukonceni.

s = rA-b

Je nutné podotknit, Ze v nasom pripade tento postup povedie k tspechu.
Rozhodne vsak neplati vo vSeobecnosti na vSetky Struktirované programy.

e Induktivna formula {p} P, {r}: Cast P, programu P obsahuje jediné
priradenie v névesti begin. Pouzitim aziomy priradenia nahradime
v podmienke r obe premenné y; a ys hodnotou 1. Urcite plati

{rly/1,92/1]} P {r}
Ak sa podari dokazat nasledujticu implikiciu, bude mozné pouzit pravid-
lo ndsledku a tym bude induktivna formula {p} P, {r} dokazana.
p = rlyi/1y2/1]

e Induktivna formula {r} P, {r A =b}: Cast P, programu P je reprezen-
tovana cyklusom while. Preto pouzijeme pravidlo iterdcie.

{T‘/\b} P21 {7"}

Pre priradenie nachadzajice sa v cykle while pouzijeme aziomu pri-
radenia. Uréite teda plati

{rlyr/yr + Lo/ (1 + 1)%]} Por {r}

Dokazanim nasledujiicej implikacie dokédZeme platnost celej induktivne;j
formuly {r} P> {r A —b}.

rAb = 7y + Lye/(yn + 1)

e Induktivna formula {r A =b} P; {q}: Podobne ako ¢ast P, aj cast P;
programu P obsahuje len jedno priradenie, tentokrat v navesti end.
Aplikujeme aziomu priradenia. Potom urcite plati
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lalz/wi]} Ps {q}

Ak sa podari dokéazat nasledujicu implikaciu, bude mozné pouzit pravid
lo ndsledku a tym bude induktivna formula {r A =b} P; {q} dokazana.

rA=b = qlz/yi]

7 troch hlavnych ¢asti programu teda dostdvame tri implikacie, ktorych plat-
nost je nutné dokazat.

p(x) A true = rly/1,y2/1]
r Ab = rly/yr+ 1,y (yr +1)?]
r A b = qlz/y]

Musime sformulovat podmienku . Podobne ako hl'adanie invariantu vo Floy-
dovej metode, je najdenie tejto podmienky netrividlny a nedeterministicky
proces. Je vhodné a vo vicsine pripadov aj tspesné vychadzat z poslednej
implikéacie a odvodit hladant podmienku r od vystupnej podmienky gq.

V nasom pripade je podmienka r rovnaké, ako prisliachajici invariant v ek-
vivalentnom standardnom programe dokazovanom Floydovou met6dou.

r=yi=p A -1 <w
Pozname podmienku b cyklu while v casti P.
b = Yo < T
Vysledné implikacie teda vyzeraju nasledovne.
>0 A true = 12=1A (1-1)?% <z
vi=yp Ap-1’<zAp<z = m+1)P=w+1)>Am+l-1)7><z

Y=y A (pn—12<ax Ap>r = (p—-1)72<z<yl

Samotné dokazy implikacii st priamociare a jednoduché.
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Priklad 27 Dany je strukttrovany program P.

P: begin [y, 2] := [0, 21]
while y; > x5 do
[1,92] == [y1 + 1,92 — 2]
od
end [z1, 20] := [y1, o]

Hoareovou metodou formalne dokéazte ¢iastocnu spravnost programu P vzhla-
dom na nasledujice podmienky:

e vstupna podmienka — p(xy,22) : 1 >0 A 29 >0

e vystupnd podmienka — q(z1, 22, 21,29) 1 z1X2 + 20 =21 A 0 < 29 < @9

Riesenie 27 V predchédzajicom priklade na dokazovanie Ciasto¢nej sprav-
nosti programu P Hoareovou metédou sme pouzili tzv. postup zhora dole.
Vychadzali sme z induktivnej formuly {p}P{q}, na ktora sme postupne ap-
likovali inferenéné odvodzovacie pravidla a axiému priradenia. Tymto spo-
sobom sme dospeli k niekolkym implikdciam, ktoré sme dokéazali.

Akosi implicitne sme predpokladali, ze dokdzanim tychto implikacii sa dokaze
aj induktivna formula {p}P{q} a teda aj ¢iastoéna spravnost programu P.
To je samozrejme pravda, no v skuto¢nosti ma tato induktivna formula stat
na konci celého procesu odvodzovania a dokazovania a nie na jeho zaciatku.
Preto existuje aj sposob, ako zapisat Hoareovu metdédu formaéalnejsie.

Je nutné zdoraznit, Ze oba zapisy su dobré. Prvy je nazornejsi, kedZe neza-
¢iname ni¢nehovoriacim tvrdenim, ale znamou vseobecnou induktivnou for-
mulou. Druhy zépis je zase forméalnejsi. Nasledujuci dokaz ¢iasto¢nej sprav-
nosti Hoareovou metodou zapiseme formalnejsim sposobom. Tento spdsob je
pouzivany taktiez v skriptach.

Zvolime si invariant. R(z1,22,9y1,%2) : y1xa +y2 =21 A0 < yy < 29

1. 2120 A 29 >0 = R(ZL‘l,ZEQ,O,ZL‘l)
Oxo+x1 =21 N 2120

2. {R($1,$2,0,$1)}

[y1,y2] == [0, 21]
{R(xla T2, Y1, y?)}
axioma priradenia
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10.

{1’1 >0 A To > 0}
[Y1,Ya] := [0, 2]

{R(a’:lv T2, Y1, y?)}
pravidlo ndsledku pre 1. a 2.

- R(zy,22,01,y2) N y2 > 29 = R(x1,T2,y1 + 1,92 — 22)

Yyixa+y2 =21 N Y220 N y2 > 29 =
= (m+Dra+yp—2a=21 A ya—22>0
YT +y2 =21 N Y2 >0 A Y2 > 29 = Y12 +yY2 =21 N Y > T

{R(z1, 22,51 + 1,y2 — 22) }
W1, 2] := [ + 1,92 — 2]
{R('r17x27y17y2)}

axioma priradenia

{R<'r17x27y17y2> AN > x2}
W1, 2] := [1n + 1,92 — 2]

{R(x1,72,91,92) }
pravidlo ndsledku pre 4. a 5.

{R(.Tl, 2, Y1, 92)}
while y, > 25 do

(Y1, 2] = 1 + 1,42 — 2]
od

{R<x17x27y17y2) N Y2 < x2}
pravidlo iterdcie pre 6.

{.%'1 >0 A 29> 0}
[y1,y2] = [0,1’1]
while y, > 25 do
W1, y2] == [y + 1, y2 — 2]
od

{R<x17x27y17y2) N Y2 < 55'2}
pravidlo kompozicie pre 3. a 7.

R(x1,22,91,%2) N Y2 <2 = yiza+yo =21 A 0<ys < 29
YTeo+yo =21 AN Y220 A y2 <22 = y1Za+y2=a1 N 0< 1y < a9

{nze+ya =21 A 0 <y <2}

(21, 22] = [y1,92]
{21$2+22:$C1 A 0 <z <SL’2}
axioma priradenia
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11. {R(‘rhx??yhyQ) N Y2 < 132}
[21, 22] := [y1, 92)]
{z1ima+ 2 =21 N 0< 29 <22}
pravidlo nasledku pre 9. a 10.

12. {z; >0 A x5 >0}

[yla y2] = [Oa 33'1]
while ys > x5 do

1, y2] == [y1 + 1, 42 — 22]
od

[21, 22] = [y1,y2]
{z1za+ 20 =21 N 0< 29 <29}
pravidlo kompozicie pre 8. a 11.

Priklad 28 Uvazujme nasledujici strukttrovany program P.

P begin [yb Y2, y3] = [17 07 O]
while y; < n do

lys] == laly:]];
if y3 < 0 then

[ys] :== [—ys]
fi;
1, 92] = [y + 1, y2 + y3]
od

end [2] := [ys]

Hoareovou metodou formalne dokéaZzte ¢iastocnu spravnost programu P vzhla-
dom na vstupnu a vystupnit podmienku:

e vstupna podmienka — p(a,n) : n >0

e vystupna podmienka — ¢(a,n,z) : z=> . |a[t]|

RieSenie 28 Zaciname pouzitim pravidla kompozicie.

{p} Po {r} {r} P {s} {s} Ps{q}
{r} P {q}

Postupne dokazeme vSetky tri induktivne formuly. Prvi, tretiu a nakoniec
druhu, ktoréa je najobsiahlejsia.
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e Induktivna formula {p} P; {r}: Vieme, ze podla axidmy priradenia pla-
ti tvrdenie {r[y1/1,v2/0,y3/0]}Pi{r}. Musime teda dokézat nasledu-
jacu implikaciu.

p = ryi/1,92/0,y3/0]

e Induktivna formula {s} P; {q}: Urcite plati {q[z/y2]} Ps{q} a tak dokazu-
jeme nasledujticu implikaciu.

s = qlz/y]

e Induktivna formula {r} P, {s}: Cast P, programu P obsahuje cyklus
while, pre ktory je mozné pouzit pravidlo iterdcie. Este pred tym si
vSak musime upravit induktivnu formulu pravidlom nasledku.

{r} while b do P, od {r A =b} (rA-b= s)
{r} while b do P, od {s}

{r A b} PZ' {r}
{r} while b do P, od {r A —b}

Pre vnitorny prikaz P, cyklusu while pouzijeme pravidlo kompozicie,
pretoze sa skladé z troch osobitnych casti.

{rAb} P {f} {f} Pig} {9} Ps{r}
{rAb} Py {r}

Casti Py; a P3 st reprezentované priradeniami. Urcite platia tvrdenia

{flys/alnl]} Pad f} a {r[yi/y1 + 1,92/y2 + y3]} Pas{r}, preto musime
dokazat nasledujice implikacie.

rAb = flys/a[y]]
g = rly/n+1,y2/y2 + ys)

Zostéavajucu cast Py, tvori riadiaca struktira if neobsahujica vetvu else.
Pre tento ucel sa pouziva upravené pravidlo alternativy, tzv. pravidlo
pol alternativy.

{fnch Pon {9} (fA—c=g)
{f} if c then Py fi {g}
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Nakoniec axidmou priradenia aplikovanou na ¢ast Pso; dostavame posled-
nia implikaciu.

fne = glys/ — vs)

Pre dokézanie ¢iastocnej spravnosti programu P je teda nutné sformulovat
podmienky r, s, f a g v nasledujtcich implikaciach a tieto implikacie dokazat.

p = 7[y1/1,42/0,y3/0]
s = qlz/ya)
rA-b = s
rAb = flusfall]
g = rly/y+ 1 y2/y2 + ys
fA-Cc = ¢
fAe = glys/ — v

Po sformulovani podmienok r, s, f a g a naslednom dokazani vsetkych uve-
denych implikacii je ¢iasto¢néa spravnost programu P vzhladom na vstup-
ni podmienku p a vystupni podmienku ¢ dokdzana. Kompletny dokaz je
prenechany ako cvicenie pre ¢itatela.

2.2 RozSirovanie Hoareovskych kalkulov

Priklad 29 Sformulujte inferenc¢né pravidlo Hoareovského kalkulu pre ria-
diacu Strukturu repeat definovantu nasledujicim vztahom.

(repeat S until b)) = (S; while =b do S od)

Dokéazte, ze navrhnuté inferencné pravidlo je zdravé.

Riesenie 29 Riadiaca Struktura repeat, dobre zndma napriklad z progra-
movacieho jazyka Pascal, sa d4 jednoducho prepisat pomocou riadiacej struk-
tary while tak, ako je to zobrazené v zadani tlohy.

{p} S; while —=b do S od {q} (1)
{p} repeat S until b {¢} (2)
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Ak dokazeme tvrdenie (1), budeme mat dokazané aj tvrdenie (2). Obdobny
postup budeme aplikovat aj v dalSich odvodzovaniach rozgirovani Hoare-
ovskych kalkulov za pomoci $tyroch inferencénych pravidiel.

Tvrdenie (1) sa sklada z dvoch ¢asti. Pouzijeme pravidlo kompozicie.

{p} S {r} {r} while -bdo S od {q}
{p} S; while —=b do S od {q}

Pre cyklus while existuje pravidlo iterdcie. Pravidlo vsak vyzaduje vystupni
podmienku v konkrétnom tvare. Na dosiahnutie ziadaného tvaru pouzijeme
pravidlo ndsledku.

{r} while -bdo S od {r Ab} (rAb=q)
{r} while —b do S od {q}

Teraz je uz mozné pouzit zmiehované pravidlo iterdcie pre cyklus while.

{rA=b} S {r}
{r} while -b do S od {r A b}

Nakoniec sformulujeme inferen¢né pravidlo pre riadiacu struktiru repeat.

{p} S{ry {rA=b}S{ry (rAb=q)
{p} repeat S until b {¢}

Vysledné inferen¢né pravidlo je zdravé, pretoze pri jeho odvodzovani sme
pouzivali uz existujice inferencné pravidla Hoareovského dokazovacieho sys-
tému, ktoré sa zdravé.

Priklad 30 Navrhnite inferen¢né pravidlo Hoareovho dokazovacieho systé-
mu pre riadiacu Struktdru reprezentujtcu tzv. jeden a pol cyklus.

do
St;
exit when b;
S

od

resp.

(loop Si; when b exit; S; pool) = (S;; while —b do S3; S; od)
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Riesenie 30 Podobne ako v predchadzajicom priklade budeme pouzivat uz
existujice inferen¢né pravidla Hoareovského kalkulu pre dokdzanie Ziadaného
tvrdenia.

{p} Si; while =b do Ss; S; od {q}
{p} loop Si; when b exit; Sy pool {¢}

pravidlo kompozicie

{p} S1 {r} {r} while —b do S,; S; od {q}
{p} Si; while =b do Ss; S; od {q}

pravidlo ndsledku

{r} while =b do Sy; Sy od {rAb} (rAb=q)
{r} while —b do Sy; S; od {q}

pravidlo iterdcie

{7” A\ _|b} SQ; 81 {’I"}
{r} while —b do Ss; S; od {r A b}

pravidlo kompozicie

{r A—b} Sy {s} {s} S {r}
{7" A _|b} SQ, Sl {7’}

Na zaver sformulujeme vysledné inferen¢né pravidlo.

{p} Si{r} {rn-b} Sy{s} {s}Si{r} (rAb=q)
{p} loop Si; when b exit; Sy pool {¢}

Priklad 31 Sformulujte inferen¢né pravidlo Hoareovského kalkulu pre prog-
ramovu konstrukciu P

Py . while ¢ do S od;
while b do
S;
while ¢ do S od;
od
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RieSenie 31 Inferen¢né pravidlo pre programovu konstrukciu Px vyzeréd
nasledovne. Podrobné odvodenie je prenechané ako cvicenie pre Citatela.

{pAc} SAp} {sAnb} S{r} {rnctS{s} WA-c=3s) (rA-c=3s) (sN=b=gq)
{p} while ¢ do S od; while b do S; while c do S od; od {¢}

Priklad 32 Predpokladajme, Ze plati nasledujtca formula.

o ANV )}S{p}

Dokazte Hoareovou metddou Giastoéni spravnost programovej konstrukcie Pk
z predchédzajiceho prikladu vzhladom na vstupni podmienku {p} a vystup-
na podmienku {p A (b A —c)}.

RieSenie 32 Pre vyriesenie tlohy staci dokazat nasledujuci vztahll]

{p A (b V o)} S{p}
{p} Px {p N b N —c}

1V skutocnosti je to vsak dost zlozité. Komplexné riefenie tlohy je vitané a bude
zaradené do Zbierky riesenych iloh zo ZTP.
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Sémantika programov

Priklad 33 Uvazujme hypoteticky iterativny prikaz loop (b, S, S2) defino-
vany sémantickou rovnicou

Mﬂloop (bv 517‘92)]] = C;'—'O{Qsl}
kde
¢0 = M- L

¢i+1 = Mo -if W[[b]]O’ then QﬁAM[[Sﬂ]O’)
else M[S;]o

Na zaklade zakladnych prikazov (priradenie, kompozicia, vetvenie a cyklus)
definujte programovy segment S taky, ze plati

M[loop (b, S1,82)] = M[S]
Tvrdenie dokazte.

RieSenie 33 Analyzou sémantickej rovnice v zadani vieme vytvorit progra-
movy segment S skladajtci sa z casti Sy a Ss.

S1
od
Sa;

S : while b do

Teda pre programovy subsegment Sy plati

Mwhile b do S, od] = Cifv:}

37
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kde
77/10 = M- L

Yip1 = Ao - if W[b]o then ¢;(M][S;]o)

else o

Kedze M[S,]o’ potom pre programovy segment S plati

M([Sp; So]lo = Ao - M[So](M[So]lo)

Nasli sme teda programovy segment S. Teraz musime dokézat ekvivalenciu
s iterativnym prikazom loop (b, Sy, Ss).

M[S] = Ao - M[S[(M[So]o)
= Ao - M[Ss](M[while b do S; od]o)
= Ao - M[S[ (U {¢i}o)

Cize musime dokazat nasledujtce tvrdenie.

ML) = o)
Rovnost rozlozime na dva mozné pripady.

1. Nech Ug{¢;} =L. Toznamena, ze V¢, =L. Potom M[S](LUs{¢;}) =L.
Kedy bude ¢; L? Ak i =0 alebo Vi > 0 : W[b]o = true. Rovnako to
plati aj pri ¢. Takze M[S,] L=L.

2. Nech UF{¢i} #L. Potom ¢ # 0 resp. i > 0. Urcite Ik : k < i take, Ze
k-krat bolo W[b] true a na k + 1 bolo false. Teda LIJ® bola M[Ss]o.

Pozrieme sa na . Vieme, ze k-krat bude true, potom false. Vykonal
sa teda rovnaky kod ako pri ¢. LIg°{t;} bola 0. Takze L Tavej strany
priradenia je M[S:]o.



Literatura

[1] IcOR PRIVARA, Zdklady tedrie programovania, Fakulta matematiky,
fyziky a informatiky UK, Bratislava

39



	Programové schémy
	Štandardné programové schémy
	Nerozhodnuteľnosť vlastností schém
	Porovnávanie tried programových schém

	Správnosť programov
	Metódy dokazovania správnosti
	Rozširovanie Hoareovských kalkulov

	Sémantika programov
	Literatúra

