Ulohy s ohraniéeniami
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Hlavné aplikacné oblasti

o Rozvrhovanie
— Casové
« vyrobné,
« zataZ procesorov,
« rozvrh hodin a pod.
— priestorové (rozmiestriovanie skladov, pobociek, strojov ...)
e Planovanie
o RdOzne optimalizacné ulohy
- investi¢ny,
— distribu¢ny,
— dopravny a pod.
e Konfiguraény navrh
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Zakladné definicie Definicie ohraniCeni
Y e Ohrani€enia definované vymenovanim
e Uloha s ohrani¢eniami (CSP) je vo vSeobecnosti T povolenych (zakazanych) kombinacii
definovana pomocou 3 mnoZin: N A hodn6t, napr. C*2 = {(sym0,sym2),
— Mnozina premennych V ={V,, V,, ..., V,;} L= s (sym0,sym3), (sym1,symo0), ...}
- Mnozinadomén D ={D,, D,, ..., D} L .
- Mnozina ohrani&eni C = {Ct, ..., C", C12, ..., C™tn . Cl2..n} e Ohrani€enia definované predpisom el e e
— Napr. nerovnost pre celogiselné Vizrk %
e Domény mozu byt: premenné C12:V, > 0.5V, + 0.75 e e o
— Koneéné (boolovské, ohraniéené celocgiselné, vymenované) * 0
0 i 2 3 4
— Nekoneéné (neohraniéené celodiselné, racionalne, realne) 141
cx . Ay 2 o
e Ohranienia m6Zu byt: .
Unérne (C), binarne (CH) n-arne (C12--n) — alebo rovnost pre reaine
oo ! Sl ) 0 premenné C%2: V, =0.25V, + 1
— Pozitivne alebo negativne definované 0 . 1
3 4
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Grafické reprezentacia uloh s ohrani¢eniami

Siet’ ohraniéeni L om M
a) Neorientovany graf s dvoma typmi
uzlov (pre premenné a pre
ohrani¢enia), hrany st mozné len
medzi uzlami réznych typov R g B

b) Hypergraf s jednym typom uzlov
(premenné) a hyperhranami
(ohrani¢enia)

c) JednoduchSie znazornenie pre
binarne CSP

o o
aym0 (sym0,aym3) sym0
syml (sym0,aym2) sym1
sym2 sym2
g = aud
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Co znamena riesit Glohu
s ohranié¢eniami?

e Priestor prehPadavania P je definovany ako kartézsky
sucin domén vSetkych premennych, t.j. D, x D, x ... x D,,
e Riesit' Ulohu s ohrani€eniami znamena jednu
z nasledujucich uloh:
— Dokazat existenciu alebo neexistenciu rieSenia
— Zistit pocet rieSeni
— Néjst jedno rieSenie
— Néjst vetky rieSenia
e Ak je definovana funkcia nakladov f(P)->R nad P,
potom je mozné rieSit aj optimalizaénu verziu CSP, t.j.
- Néjst optimélne rieSenie (ktoré minimalizuje f_)
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Priklad 1. (doplfiovacka)

e Nasledovné slova su k dispozicii pre

vioZenie do danej doplfiovacéky: < ,

— 6 pismen: Zirafa, eur6pa 7

— 5 pismen: puska, kurin lbLigL J
— 4 pismen: auto, iver [ ]

— 3 pismen: por, eso N D ‘

e Transforméacia na Ulohu s ohraniéeniami:
- V={V,,V, V; V)
— D, = {Zirafa, eurépa, puSka, kurin, auto, iver, pér, eso} Vi=1..
4

- C= {Cl, CZV C3’ 04’ CI,ZV Cl,4' CZ,3' C3,4}

— Napr. C! = {(Zirafa), (eurépa)}, C12= {(zirafa,zirafa), ..., (eso,
eso), ..., (eurépa, puska), ...}
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Siet ohrani€eni pre priklad 1.
(redukovana verzia)

{eurbpa,puska) (pér fver)
{eurdpa kurin) {es0,autn)
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Priklad 2. (numericka doplfiovacka)

e Doplrite 4 kladné reélne c¢isla do volnych

poli¢ok tak, aby o
— SUget &isiel v kazdom riadku a stlpci bol 20 m %
— Cisla sa zvysujt v smere zfava doprava ! D [os] [2a[ze] Tss]
- Cisla sa zvy3ujt v smere zhora nadol 32 81
3 [> L) ‘4.5
9.7

e Transformécia na Ulohu s ohraniéeniami:
= V={Vy,, Vis Vap, Vgi}
-D=R Vi
— C = {CIZ’ 014’ 032' C34' 012,14’ 012,32’ 032,34' 014,34}
— Napr. C12: {V12> 1.7, V12< 2.4},
C1214: {(V12< V14 0.8 + V12+ 2.4+ 2.6 + V14 + 8.8 = 20}, etc.
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Pristupy k rieSeniu uloh s ohrani¢eniami
nad koneénymi doménami

1. Redukéné algoritmy (sa snaZia zredukovat P.t..
domény premennych a/alebo ohraniéenia tak aby
najdenie rieSenia bolo ¢o najjednoduchsie)

— Zabezpeéenie silnej k-konzistencie je vypoétovo naroéné, ale
nasledné najdenie rieSenia je velmi jednoduché

2. Prehfadavacie algoritmy (prehfadavaju P za u¢elom
najdenia rieSeni)

— Jednoduché algoritmy, ale éasto musia prehfadavat
obrovské &asti P

3. Kombinované algoritmy (kombinuja pristupy 1 a 2 v
snahe vyuzit vyhody oboch pristupov)

— Pred kazdym krokom prehfadavania sa aplikuje
(jednoduchsf) redukény algoritmus
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Reduké&né algoritmy 1.

e k-konzistencia (k € <1,n>) siete ohrani¢eni vlastne
znamena konzistenciu vSetkych podmnozin mnoZziny
premennych V s kardinalitou k

e Formalna definicia k-konzistencie:

Nech FubovoFfnym k-1 premennym su priradené také
hodnoty z ich domén, aby v8etky ohraniéenia definované
nad touto (k-1)-ticou premennych boli splnené. Pre
FubovoFfni dalSiu k-tu premennu je mozné vybrat’ taka
hodnotu z jej domény, Ze vSetky ohraniéenia definované
nad vzniknutou k-ticou premennych su splnené.

e Silna k-konzistencia znamen4, Ze siet ohraniéeni je
j-konzistentna pre vSetky j z intervalu <1,k>
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Reduké&né algoritmy 2.

e 1-konzistenciu (uzlovu konzistenciu, NC) je velmi
jednoduché zabezpedit, staéi porovnat kazdd doménu D;
s unarnym ohraniéenim C' a odstranit vSetky
nekonzistentné hodnoty z D;

e 2-konzistencia (hranova konzistencia, AC) znamena, ze

hodnoty v fubovofnej doméne D; sa porovnavaju s
hodnotami inej premennej D; a ak pre fubovolnt hodnotu
Vi Z Dy neexistuje konzistentna hodnota z D; (s ohfadom
na Cl), tato hodnota v,,' sa odstrani z doményD;

e Existuju r6zne verzie algoritmu AC s r6znou &asovou a

priestorovou zlozZitostou (AC2 .. AC7)

e Zlozitost algoritmov pre zabezpeéenie k-konzistencie

k>2 je exponencialna, preto sa pouzivaju iba vimi
zriedkavo (niekedy sa pouziva 3-konzistencia nazyvana
tieZ konzistencia po ceste, PC)
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Redukéné algoritmy 3.

e Aplikujme teraz algoritmus AC na Ulohu z prikladu 1 pri danom
poradi premennych: V,, V,, V,, aV,

sirafa pér
eurépa es0
{europa,pua) {pérver)
{eurdpa kurin) {es0,auto)
puika auto
kurin fver

e Zacneme teda premennou V,. V jej doméne pre hodnotu Zirafa
neexistuje hodnota v doméne premennej V,, ani V,, ktora by bola
konzistentna s prisluSnym binarnym ohrani€enim C*2, resp. C*4. Tuto
hodnotu mdézeme preto vyradit

Reduk¢éné algoritmy 4.

e Pokragujeme teraz premennou V,, v doméne ktorej zase hodnota
puska nema kompatibilnd hodnotu v doméne V,, ktora by splfiala
ohraniéenie C%

pér
Rundps es0
(europa,puzia} porgver)
(eur6pakurin} {eso,auto)
puilks auto
kurin fver

e Hodnotu puska teda mdZzeme z domény D, odstranit. V dosledku
toho sa ndm zjednodusi aj ohraniéenie C?3, v ktorom vypadne
pripustna dvojica hodnét (eurépa,puska).
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Reduk¢éné algoritmy 5. - ,
9 y Redukéné algoritmy 6.
e DalSou premennou v poradi je V,.V jej doméne existuje hodnota . . . . Ax
eso, pre ktor nemame kompatibilnd hodnotu premennej V, ® Anakoniec ostala premenna V. V jej (:’Iomene mozeme
vzhtadom na ohranigenie C3. analogicky odstranit hodnotu auto vzhfadom na
ohrani€enie C34.
phr
eurépa H50
(porfver)
{eunS i,k urin) {ean,attn]
auto
kurin fver
e Hodnotu eso méZeme preto z domény D, odstranit. V dosledku toho
sa upravi aj ohraniéenie C3, z ktorého vypadne povolena dvojica
(eso,auto).
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Reduké&né algoritmy 7. Redukene algoritmy 8.

e Aplikujme teraz algoritmus AC na Ulohu z prikladu 1
modifikovanu takym spdsobom, Ze pridame 2 nové mozné
slovd, a sice medved a dekan

e Poradie premenny sa nezmeni: V,, V,, V,, aV;

{medved,ean)
Firafa {eurdpa,por) m pir
eurdpa eso
medved
(eurdpa,putika) (pér,fver)
{eurtpa,kurin) {eso,auto)
e Vysledkom aplikacie redukéného algoritmu AC bola puika auto
redukcia P na jediny bod, ktory zaroven predstavuje furn fer
jediné rieSenie danej tlohy s ohrani€eniami {dekan auto)
(doplfiovacka).
17 18
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Reduké&né algoritmy 9.

e V doméne premennej V;, mdzeme z rovnakych dévodov
ako predtym (nekompatibilita s V, a V,, vhfadom na
ohrani¢enia C12, resp. C1%) odstranit hodnotu Zirafa.

{medved,eso)

{euepa,phr) £ por
eurfipa es0
medved
(eurdpa, pulka) (pér,fver)
{eurdpakurin) (eso,auto)
pruka auto
dlglﬁ (kurin,fver) fver
{dekan auto)
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Redukéné algoritmy 10.

e Podobne v doméne premennej V,, hodnota puska opat nema
kompatibilnt hodnotu v doméne premennej V,, ktora by splfiala
ohrani€enie C23. MbZeme ju teda odstréanit a upravit podfa toho aj
ohraniéenie C? vypustenim povolenej kombinacie (eurépa,puska).

{medved,ean)
£ e

{europa,por)

Es
i,

{medved,dekan)
{eurbpakurin)

kurin
dekan

(kurin fver)
{dekan auto)

e Ziadna dal3ia redukcia pouZitim algoritmu AC nie je mozna
e Pre CSP s n premennymi vo vSeobecnosti iba prisna n-konzistencia
zabezpedi Ze nasledné prehfadavanie nemdze skongéit v slepej ulicke!
20
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Prehladavacie algoritmy 1.

e Zakladnym je algoritmus spatného navracania (BT),
ktory vlastne realizuje slepé prehladavanie P do hibky
— Premennym sa priradujd hodnoty sekvenéne
— Kazdé ohraniCenie sa testuje hned ako je to mozné (t.j. ked

akoné&hle su priradené hodnoty vSetkym premennym, nad
ktorymi je ohrani€enie definované)

— Ak je ohranienie porusené, BT sa vréti k premennej, ktorej bola
priraden& hodnota naposledy a pokusi sa jej priradit nova
hodnotu z jej domény

— Zvykne dochadzat k ,trashing“-u (opakovanie tej istej priciny
nelspechu v roznych €astiach priestoru prehfadavania)

o LepSie (ale vypoétovo naroénejSie) prehfadavacie
algoritmy su spéatné navracanie riadené zavislostami,
algoritmus spéatného skoku a mnohé dalSie

Rozvrhovanie a logistika (Ulohy s ohranigeniami) ~ Jan Parali& (www.tuke.sk/paralicj) 21

e Strom prehfadavania
generovany
algoritmom BT pre
dané poradie
premennych (V,, V,,
Vy, Vg a
usporiadanie hodnot
(vid redukovana siet
ohraniéeni dole)

e Trashing mozno
pozorovat v uzloch
6 a 15: ta ista
pri€ina netspechu —
C34 nekompatibilita
slov pér a auto

22
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Prehlfadavacie algoritmy 3.

e Efektivnost procesu prehfadavania je dana nielen
pouzitym algoritmom prehfadavania ale aj:

— Usporiadanim premennych (vid. napr. strom prehfadavania
algoritmu BT pre priklad 1 so zmenenym poradim premennych
naV,, V,, V;, V)

— Poradie priradzovania hodn6t zdomény

(napr. ak zmenime
poradie hodndt Va:
v D, a D, uSetrime
dalSie dva uzly

v strome Wi
prehfadavania,
a sice uzl

y Va:

s ¢islami 10 a 13)

Va:
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Kombinované algoritmy 1.

1 krok
pr(ehfaddéve}nia Regrtgkl::ny navracanie navracanie
priradenie
hodnoty
premennej)
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Logické programovanie Splfanie ohranigeni

Deklarativne programovare Deklarativna formul&cia tlohy

Logické premenné ako:
Unifik&cia => syntaktick& e Premenné s pogiato&nymi
manipulécia s doménami

neinterpretovanymi Struktiram
Prehladavacia stratégia BT =>
Lgeneruj a testuj*

e Ohranicenia
o Reduké&né algoritmy (urgity
stupenfi konzistencie)

Logické programovanie ohrani€eni (CLP)

Deklarativne programovanie

Premenné s atribGtmi => rozSirend unifikacia
Sémantické objekty (kvoli Specifickym typom domén)
Kombinovana stratégia prehfadavania => ,ohrani¢ a
generuj*

e Integrované optimalizaéné algoritmy

e 2 rdzne technoldgie

25
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Logické programovanie ohraniéeni

Koneéné domény Nekoneéné domény
e NelplIné redukéné algoritmy e Uplné redukéné algoritmy
® Samostatny algoritmus pre e Jeden algoritmus pre celd
kazdy typ ohrani€eni (lokalna mnozinu ohranieni
propagacia) e Optimalizacia pouzitim
e Optimalizacia metédou simplexového algoritmu

Lvetvenia a medzi“
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Jazyk ECLiPSe

o ECLIiPSe (ECLiPSe Common Logic Programming System) je logicky
programovaci jazyk (rozSireny Prolog) ktorého ciefom je poskytovat
platformu pre integraciu réznych rozsireni logického programovania,
najma logické programovanie ohrani¢eni (CLP)

e Je postaveny na inkrementalnom kompilatore, ktory kompiluje
zdrojovy kéd v ECLiPSe do kédu podobného WAM a emulatore
tohoto abstraktného kédu

o Dalsie informéacie: http://ww.icparc.ic.ac.uk/eclipse

e Existuje aj diskusnd skupina pouZivatelov ECLiPSe (ecl i pse-
users@cparc. ic.ac. uk). Ziadosti o zaradenie, resp.
Vyradenie z diskusnej skupiny adresujte na
nmaj or dono@cparc. i c. ac. uk

e Existuji 2 spdsoby spdstania programov v ECLiPSe:

- TkEcl i pse poskytuje interaktivne grafické pouzivatelské
rozhranie ku kompilatoru a celému systému ECLiPSe.
- DosEcl i pse poskytuje tradi¢ny prikazovy riadok
e Manudly st pristupné v HTML formate
e ECLIiPSe vo verzii 5.3 si mdZte stiahnut pre vlastni potrebu z
27

Priklad 1 — rieSenie v jazyku ECLiPSe

- lib(fd).
zirafa pr
dopl novacka( Zoznan) : - eurépa L
% PREMENNE
Zoznam = [V1,V2,V3, V4], {eurtpa,priks) (pérfver)
% DOVAI NS {eurbpa,kurin) (eso,auto)
Vi [zirafa, eurdpa],
\3 [ puska, kurin], puika auto
V3 :: [auto,iver], kurin (kurin,frer) frer
V4 [ por, eso],

% OHRANI CENI A
V1 #= eur6pa #<=> (V2 #= puska #\/ V2 #= kurin), ouc??

V2 #= kurin #<=> V3 #= iver, [Xs}
V1 #= eurépa #<=> V4 #= por, ot
((V3 #= iver #<=> V4 #= por) #/

(V3 #= auto #<=> V4 #= eso)) , o]

% PREHLADAVANI E
| abel i ng(Zoznan) .
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, . . . . , ,
Priklad 2 — rieSenie v jazyku ECLiPSe Priklad 2 — vysledky
1= lib(clpr). ?- nuneri cka_dopl novacka(Zoznan). To znamen4, Ze existuje nekonegne
5 Zoznam = [V12, V14, V23, V34] vela rieSeni, V12 je nezavisla
nuneri cka_dopl novacka( Zoznan) : - ~ Yes (0.00s cpu) premenna a musi byt z intervalu
% PREMENNE m s (1.8, 2.2). Nech napr. V12 = 2.0
Zoznam = [V12, V14, V23, V34], % Li near constraints:
% CHRANI CENI A i [os] oo o] Tss] {
{ #2 81 V12 < 2.2, ?- nuneri cka_dopl novacka([ V12,
1.7 < V12, V12 < 2.4, % C2 3D s0[4s V14 = 5.3999999999999986 - V12, V14, V23, V34]), Vi2 = 2.0.
2.6 < V14, V14 < 8.1, % C4 9.7 V23 = 5.4 - V12, V14 = 3.3999999999999986
3.2 < V23, V23 < 3.6, % C® - V34 = 6.5 + V12, V23 = 3.4000000000000004
8.1 < V34, 0p C34 V12 > 1.8000000000000003 V34 = 8.5
0.8 + V12 + 2.4 + 2.6 + V14 + 8.8 = 20, % Cl2.14 ! viz = 2.0
1.7 + V12 + 3.2 + \23 + 9.7 = 20, o C12.28 ves (0.00s cpu)
V23 + 3.6 + 4.5 + V34 = 20, % C?3: 34
V14 + 8.1 + V34 = 20 % Cl4.34
}.
29 30
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Priklad 2 — rieSenie s absolutnou
presnostou

:- lib(clpq).

Nuner i cka_dopl novacka( Zoznanm) : -
% PREMENNE
Zoznam = [V12, V14, V23, V34],

Priklad 2 — vysledky pre racionalne
domeény

?- nuneri cka_dopl novacka(Zoznan) .
Zoznam = [V12, V14, V23, V34]
Yes (0.00s cpu)

To znamena, Ze existuje nekonecne
vela rieSeni, V12 je nezavisla
premenna a musi byt z intervalu
(9/5, 11/5), nech napr. V12 =2

% Li near constraints:

% OHRANI CENI A {
{ Vi2 <11/ 5 ?- nunericka_dopl novacka([2, V14,
4/5 < V12, V12 < 12/5, 17/10 < V12, V12 < 16/5, % C1? Vid = 27/ 5 - Vi2, V23, va4]).
13/5 < V14, V14 < 44/5, V14 < 81/10, 9% C4 V23 = 27 1 5 - V12, via = 17 : 5
V23 > 16/5, V23 < 18/5, V23 < 97/10, % C23 V34 =13/ 2 + Vi2, sz : i; 2
V34 > 9/2, V34 > 81/10, % C34 Vi2 >9/ 5 ved =17 1
4/5 + V12 + 12/5 + 13/5 + V14 + 44/5 = 20, 9% Cl2. 14 } Yes (0.01s cpu)
17/10 + V12 + 16/5 + V23 + 97/10 = 20, % Ct2. 23
V23 + 18/5 + 9/2 + V34 = 20, % C3: 34
V14 + 81/10 + V34 = 20 % Ct4. 34
}.
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, . . - . , . . - .
Priklad 2 — optimalizacna verzia (1) Priklad 2 — optimaliza€na verzia (2)
c- lib(clpr).
nuneri cka_dopl novacka(Zoznam Vazeny_sucet) :- ?- nuneri cka_dopl novacka(L, Suma) . Namles_to -VOl ani a predi kat u:
% PRENENNE - : No (0.00s cpu) nmaxi m ze(Vazeny_sucet)
Zoznam = [ V12, V14, V23, V34], pouzijeme volanie:
v % KR TET' éU\sli\vigNlj-OséVM v+ vaa To znamena, Ze v tomto pripade sup(Vazeny_sucet, Suprenmumn)
azenzya_s‘;Aca C!—;NI A ' rieSenie neexistuje (v dosledku a vysledok bude:
{ ostrych nerovnosti), ale mézeme N
1.7 < V12, V12 < 2.4, %CR2 vypo&itat supremum kriterialnej L‘:"[u\rﬁ'z' csigdoslzgovsgzlaw Sup) -
2.6 < V14, V14 < 8.1, % CH4 funkcie Sup = 35.699999999999996
3.2 < V23, V23 < 3.6, %C® Yes (0.01s cpu)
8.1 < V34, % C*
0.8+ VI2 + 2.4 + 2.6 + V14 + 8.8 = 20, % Cl214 2/““ near constraints
1.7 + V12 + 3.2 + V23 + 9.7 = 20, % Ci2.23 V14 = 5.3999999999999986 - V12,
V23 + 3.6 + 4.5 + V34 = 20, % C23.34 V23 = 5.4 - V12,
V14 + 8.1 + V34 = 20 % Cl4 34 V34 = 6.5 + V12,
, V12 =< 2.2,
% OPTI MALI ZACI A V12 >= 1.8000000000000003
nmaxi m ze( Vazeny_sucet) . }
33 34
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Priklad 3 — Investi¢na uloha

Spolognost by chcela zrealizovat pat roznych investiénych akcif
(1 az 5) s danymi nakladmi a oGakavanymi ziskami (vid. tabulka) v
priebehu nasledujiceho roka. Ale existuje limit investicii pre

nasledujlci rok vo vyske 130 pefiaznych jednotiek. Ktoré

investi€né akcie maju byt vybrané, aby sa maximalizoval roény

zisk?
Investiéna akcia 1 2 3 4 5
Naklady 40 70 30 50 20
Ocakavany ro¢ny zisk 4 5 2 3 1
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Priklad 3 — rieSenie v jazyku ECLiPSe

S« lib(fd).

investiény(lnvesticie) :-
% PREMENNE

Investicie = [I11, 12, 13, 14, 15],
% DOVENY - kriterialna
Investicie :: [0,1], funkcia
% OHRANI CENI E

40*11 + 70*12 + 30%13 + 50*|
% KRI TERI ALNA FUNKCI A

4*11 + 5%12 + 2*13 + 3*14
% OPTI MALI ZACI A

mi n_max( el i ng(! nvestici e),vvrite(lnvesticie),wrm)

Program je mozné napisat aj vSeobecne tak, aby riesil fubovoln( investiénu
tlohu velkosti N.

+ 20*15 #<= 130,

15 #= Zisk,
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Yes (0.

[0,
[0,
[0,
[0,
[0,
[0,
[0,
[1,
[1,
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Priklad 3 — vysledky

investicny(lnvesticie).
Investicie = [1, 1, 0, 0, 1]

POPOOOOOO

02s cpu)

0, 0, 0] Found a solution with cost
0, 0, 1] Found a solution with cost
0, 1, 0] Found a solution with cost
0, 1, 1] Found a solution with cost
1, 1, 0] Found a solution with cost
1, 1, 1] Found a solution with cost
0, 1, 0] Found a solution with cost
1, 1, 0] Found a solution with cost
0, 0 a

1] Found a solution with cost

0
-1
-3
-4
-5
-6
-8
-9
-10
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