Predikatova logika

Uvod (preéo nam nestaéi vyrokova logika)

Vyrokova logika nie je dost’ silnd na prezentovanie réznych typov tvrdeni alebo na vyjadrenie
ur¢itych vztahov, ktoré sa pouzivaju v informatika av matematike. Napriklad tvrdenie x>1, kde x
je premennd, nie je vyrok, lebo pokial’ nepozname hodnotu premenng X, nevieme povedat, ¢i je to
pravda alebo nie. Vyrokové logika nevie stakymito vetami pracovat’, pricom vety takéhoto typu sa
vyskytuju v matematike dost’ ¢asto. Takisto na nasledujuci Usudok nam uz vyrokovalogika nestaci.
P: Kazdy ¢lovek je smrte/ny.

Q: Sokratesje clovek.

R: Sokrates je smrtelhy.

Usudok je intuitivne Gplne spravny, ae tvrdenie R nie je korektnym désledkom tvrdeni P aQ vo
vyrokovej logike. VyrokovéalogikatotiZ nema prostriedky na vyjadrenie tvrdeni P a Q.

Na vyjadrenie tychto adalSich problémov potrebujeme teda silngjSiu logiku. Zavadzame
predikétovu logiku (logika 1. rédu), ktord bude mat’ v porovnani svyrokovou d’ase dva pojmy:
predikét akvantifikatory.

Predikéat

Predikét je slovné predioha (vzor), ktora popisuje vliastnost’ objektov alebo vzt'ah medzi objektami.
Pr.1

Obloha je modra. Moje pero je modré. Tvoje auto je modré. SU podl'a vzoru nieco je modré. Tato
frézaje modré je predikat - popisuje vlastnost’ bys modry. Predikaty zvykneme oznacovat’ velkymi
pismenami (napr. P, Q). Pomenujme néS prediké je modré pismenom M. Potom vety, ktoré
vyjadrujl nieco je modré mbzeme zapisat’ ako M(x), kde x zastupuje 'ubovol'ny objekt.

Pr.2

Mama to natrela otcovi. Otec to natrel babke. Babka to natrela dedkovi. .... X to natrel y. Vzor ... to
natrel ... je predikét avyjadruje vzt'ah medzi dvoma objektami. Oznacime ho napriklad N(X,y).
Pr.3

x je prvogido, x>1, xUy, alb

Pri predikéte je dbleZité stanovit’ univerzum — mnoZinu objektov, ktoré nés zaujimaju. Univerzom
moze byt R, N, Z, mnoZina vsetkych Studentov v tejto triede, mnoZina vSetkych aut na parkovisku.

— ™
ohlast’ zaujmu » 0,1}

- Univerzum

Predikét - funkcia, ktorej hodnoty, st logické.



Kvantifikatory
Predikét sam o sebe eSte nie je vyrok. Napriklad tvrdenie x>1 nie je vyrok. Aby sme z predikétu
spravili vyrok, m6zeme bud’ nahradit’ premennt x konkrétnou hodnotou (5>1) alebo kvantifikova’
premennu pouZitim kvantifikatora (ato sarobi v predikatovej logike).
V &eobecny kvantifikator
" X P(x) — pre kazdy objekt x z univerza plati P(x) (pre kazdé x, pre vSetky x). Ked’ $pecifikujeme
univerzum, bude to vyrok.
Pr.
"X (x>1)
a) nech univerzum je Z, potom " x (x>1) je nepravdivy vyrok
b) nech univerzumje{5,6,7,...}, potom" x (x>1) je pravdivy vyrok
Pr.
Vetu VSetky auta maju kolesd. méZeme zapisat’ do vyrokovej formy " x P(x), kde univerzum je
mnoZina &ut a P(X) je predikat vyjadrujuci x ma kolesa.
Existenény kvantifikator
$x P(x) — pre ngjaky objekt z univerza plati P(x). Ked” Specifikujeme univerzum, bude to vyrok.
Pr.
$x (x>1)
a) nech univerzum je Z, potom $x (x>1) je pravdivy vyrok
b) nech univerzum si zaporné cisla, potom $x (x>1) je nepravdivy vyrok
Pr.
Vetu Niekto ra ma rad. mézeme zapisat’ do vyrokove formy $x P(x), kde univerzum je mnozina
udi a P(x) je predikét vyjadrujlci x a ma réad.
Kvantifikatory na kone¢nych mnozinach
Ak univerzum je kone¢namnozina{ay,, ..., a}, tak
" X P(x) = P(a;) UP(a) U ...UP(a,)
$x P(x) = P(a)) UP(&) U ... UP(a,)
Pr.
Univerzum D={2,3,4,5,6}
"x(x>4)= (224 U (34 U (44 U (>4 U (64 =0
0 0 0 1 1
XOeA)= (224 U (34 0 (49 U (34 U (6>4) =1
Pr.
Univerzum /& xI Aje0
"x(x>4)tz." x (xI £b x>4)=1
$x (x>4) t.z. $x (xI £Ux>4) =0

Formula predikatovej logiky (logicky vyraz)

Df. Formula predikatove logiky (logicky vyraz)

1. Kazdy predikét s nulaalebo viac premennymi je formula.

2. Ak a ab st formuly ax je premenna, potom formulami st gj:
a aUb,aUb,ab b,aU b
b) " x(a), $x (a)



Pr.
" x P(x) U" x Q(X)
" x (P(x) U$x Q(x))
Viazané a vol’né premenné
Premenna vo formule je viazand, ak je kvantifikovana alebo je jg priradena konkrétna hodnota.
Premennd, ktora nie je viazand, je voPna. Oblast’ platnosti kvantifikatora— bud’ je dané zétvorkami,
alebo plati len pri ngjblizSom predikéte.
Pr.
$x P(X,y) —Xx jeviazang, y je vol'na
" x[$y P(x,y) UQ(X, y) ] —x ay st viazaneév P(x,y), y je volnav Q(x,y), lebo platnost’ $y sa
viaze len naP(x, y). Oblast’ platnosti " x je [$y P(x, y) UQ(X, y) ].

Interpretacia formuly

Formula vo vSeobecnosti nie je vyrok. Uvazujme napriklad o formule’ x P(x). Nech P(x) znamena x
je nezaporné celé c¢islo. Formula je pravdiva, ak univerzum je napriklad {1,3,5}, {2,4,6} aebo N,
nepravdiva ak univerzum je napriklad {-1,3,6} alebo Z. Pravdivostna hodnota formuly teda zavisi
od univerza a Specifikécie predikatov.

Interpretécia formuly znamena

1. 3pecifikécia univerza (neprazdne oblasti D)

2. 3pecifikacia predikétov (priradenie predikatu kazdému symbolu predikatu)

3. priradenie hodndt vSetkym vornym premennym

Pr.
P(x,y) P $z (P(x,2) UP(z,y))
1. D=R 1. D=N
2. P(x)y) ° x<y 2. P(x)y) ° x<y
3. xXIRYyIR 3. XI Nyl N
x<y b $z (x<z U z<y) x<y b $z (x<z U z<y)
5<8b $z(5<zUz<8)...1 5<6b $z(5<zUz<6) ... 0
1. D={ab,c}
2. P(x,y) je dané tabur'kou
X |y | Pxy) | b | $z(P(x,2) UP(zy)) dévod
ala 1 1 1 z=b; a® b® a
alb 1 1 1 z=a,a® a® b
ac 0 1 3 i
b | a 1 1 1 z=a, b® a® a
b|b 0 1
b|c 1 1 1 z=c,b® c® c X
c| a 0 1
c|b 1 1 1 7=C,c®c®b
c|c 1 1 z=b; c® b® ¢

Formula sa nazyvavseobecne pravdivou, ak je pravdiva pre kazdu interpretaciu.




Negacia kvantifikatorov
@' x P(x) = $x (BP(x)) ... Nie je pravda, Ze kazdy je &astny. = Niekto je neXtastny.
@$x P(x) =" x (FP(x)) ... Neexistuje osoba, ktord je &astna. = V3etci s neit’astni.

Poradie kvantifikatorov

Ked je viac kvantifikovanych premennych, aplikuji sa v poradi od vnutorného. Napriklad $x" y
P(x,y) znamena $x ("y P(x,y)). Kvantifikétory rovnakého druhu mozno prehadzovat. Rbzne
kvantifikatory nemozno prehadzovat’.

"x"ya="y"xa
$x Py a =Py $x a
$x"yab "y$xa

Pr.

P(x,y) °x<y, D=R

" X By P(X,y) pre kazdé ¢ido x, existuje ¢ido y, ktoré je vacSie ako ¢islo x pravda
Sy " x P(x,y) existuje cidoy také, Ze vsetky ¢islasti od neho vacsSie nepravda
Pr.

D =N, x<y

"X'yx<y |0 | $x"yx<y |0

"y'xx<y |0 |"y$xx<y |O

Sy" xx<y |0 | $y$xx<y |1

"xPyx<y |1 | SxPyx<y |1

Pr.

D —mnoZina'udi, O(x,y) — X je otcom y

" x"yO(x,y) |0 | prekazdych dvoch I'udi plati, Ze prvy je otcom druhého

"y" x O(x,y) | O | prekazdych dvoch T'udi plati, ze druhy je otcom prvého

$y" x O(x,y) |0 | existujetaky clovek, ktorému s vSetci I'udia otcom
" x$y O(x,y) |0 | kazdy clovek madieta

$x" yO(x,y) |0 | existujetaky clovek, ktorému su vSetci Iudia detmi
"y$x O(x,y) |1 | kazdy ¢lovek maotca

Sy$x O(x,y) |1 | existujudvaaludiataki, Zze druhy je otcom prvého
$x$y O(x,y) |1 |existujudvaaludiataki, ze prvy je otcom druhého




