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Kapitola 1ÚvodJedním z charakteristických rysù matematiky je práce s abstraktními objekty jakojsou èísla, funkce, relace, plochy, struktury, prostory a mnoho dal¹ích. Podobnìi (teoretická) informatika má své abstraktní objekty jazyky, automaty, funkce,procedury, programy, tøídy slo¾itosti a jiné.Matematická logika dává zkoumání takových objektù nový rozmìr tím, ¾estuduje jazyk informatiky nebo matematiky, zpùsoby, jakými jsou abstraktní ob-jekty de�novány, jak se s nimi pracuje a zákonitosti, kterými se matematik neboinformatik øídí, kdy¾ uva¾uje o abstraktních objektech.Matematická logika je pomìrnì mladá disciplina, která vznikala v 19. stoletív pracích G. Boolea, B. Bolzana, G. Frege a dal¹ích. Prodìlala bouølivý vývojv první polovinì dvacátého století, který byl spojen se jmény, z nich¾ uveïmealespoò D. Hilberta, A. Churche, G. Peana, B. Russela, A. Tarského, A. Turingaa který pokraèuje dodnes.Bylo by nesprávné se domnívat, ¾e teprve vznikem matematické logiky dostalamatematika pevný øád a logickou výstavbu. Pojem dùkazu, který rozhodujícímzpùsobem ovlivnil výstavbu matematiky, patøí ji¾ starovìké matematice. Zname-nal vznik matematiky jako deduktivní vìdy. Pøipomeòme jen známé Eukleidovyknihy, kde je geometrie budována na základì nìkolika postulátù, ze kterých jsoupostupnì odvozována v¹echna dal¹í tvrzení, vìty Eukleidovy geometrie. Ka¾dávìta musí mít dùkaz, který vychází z výslovnì uvedených pøedpokladù a musíukázat, ¾e tvrzení vìty je odvozeno pouze rozumovou (logickou) úvahou. Ten,kdo dokazuje (mlèky) pøedpokládá, ¾e rozumí tomu, co je to (neformální) dùkaza ¾e bude schopen pøesvìdèit o správnosti ka¾dého kroku svého odvození. Úlohurozhodèího ve sporných pøípadech od starovìku a¾ do konce 19. století hrála kla-sická logika, její¾ koneènou podobu zachytil Aristoteles. Matematická logika seujímá své role a¾ v dobì, kdy vrcholí snaha po pøesném vyjádøení základù mate-matiky vyjasnìním pojmu èísla, funkce, mno¾iny a dal¹ích pojmù, které se dostalydo popøedí zájmu ji¾ rozvinuté matematické analýzy, algebry a geometrie. Tytoproblémy ji¾ klasická logika nebyla schopna adekvátnì øe¹it.3



4 KAPITOLA 1. ÚVODNový a neèekaný impuls k rozvoji matematické logiky daly paradoxy teoriemno¾in na pøelomu století. Otázku paradoxù, z nich¾ jmenujme alespoò paradoxRussellùv, ji¾ nebylo mo¾né øe¹it prostøedky klasické logiky. První øe¹ení po-dal Russell sám v rámci takzvané teorie typù. Dnes nejroz¹íøenìj¹ím øe¹ením jeaxiomatická výstavba teorie mno¾in na základì predikátové logiky prvního øádu.Matematická logika pro¹la od poèátku století rychlým vývojem, rozvinula mnohoúèinných metod, které pøispìly k vyjasnìní základù matematiky a na¹ly uplat-nìní v rùzných oborech matematiky. Dokladem originálního pøínosu matematickélogiky je pak i skuteènost, ¾e na¹la uplatnìní i v moderních oborech informatikya v nìkterých oborech techniky, které je¹tì neexistovaly v dobì jejího vzniku.Cílem tohoto textu je seznámit ètenáøe se syntaxí a sémantikou predikátovélogiky, se základy jejích formálních metod a také s omezeními, které pou¾ití for-málních metod nutnì s sebou nese. Dal¹í dùle¾ité èásti matematické logiky jakojsou teorie rekurse, zabývající se studiem metod efektivní vyèíslitelnosti, teoriemodelù, která se vìnuje studiu formálních teorií pomocí tøíd jejích modelù, teoriedùkazù, kombinatoriká logika a lambda kalkul, neklasické logiky a dal¹í disciplinymatematické logiky jsou mimo zamý¹lený rámec tohoto textu. K dal¹ímu studiumatematické logiky doporuèujeme monogra�e . . . a pøíruèky . . . .1.1 Jazyk logikyMatematická logika si zaslou¾í svùj pøívlastek ze dvou dùvodù, jednak proto,¾e zkoumá jazyk matematiky a dal¹ích oborù napøíklad informatiky a zpùsob,jakým se v tìchto oborech pracuje, jednak proto, ¾e k tomuto zkoumání pou¾ívámatematiky. Zaèneme neformální analýzou jazykù matematiky a informatiky,abych ukázali jejich podstatné souèásti, které musí logika zachytit, aby mohla ktìmto oborùm nìco platného øíci.1.1 Neformální jazyk matematiky Matematik pracuje s mno¾stvím rùz-ných objektù, a» to jsou èísla, body, úseèky, pøímky a dal¹í geometrické útvary,zobrazení nebo dal¹í slo¾itìj¹í matematické struktury. Informatik pracuje napøí-klad s jazyky v rùzných abecedách, které jsou vlastnì mno¾inami slov, s abs-traktními automaty a stroji, které mohou takové jazyky akceptovat, transformo-vat nebo jinak zpracovávat. Pracuje také s tøídami slo¾itosti, které si mù¾emepøedstavit jako mno¾iny jazykù a s dal¹ími pojmy.Nìkteré objekty mají své vlastní jméno, napøíklad nula, imaginární jednotka,prázdné slovo, identické zobrazení, zøetìzení slov, které oznaèuje jeden zcela ur-èitý objekt. K oznaèení tìchto speciálních objektù se pou¾ívají ustálené symboly,napøíklad 0; i; "; id; �, kterým øíkáme konstanty.Pou¾ívají se v¹ak i obecná jména, která urèují povahu objektu, napøíkladèíslo, bod, ètverec, ale nijak neurèují o které èíslo, bod nebo ètverec se jedná.



1.1. JAZYK LOGIKY 5Taková obecná jména se pou¾ívají i v bì¾ném jazyce, kterým mluvíme. K ozna-èení takových obecných jmen se pou¾ívají symboly, kterým øíkáme promìnné.Jde zpravidla o promìnné z konce abecedy x; y; z; : : : èasto s rùznými indexy. Pøipráci s objekty matematik, informatik nebo technik pou¾ívají operace, napøíkladpracujeme-li s èísly pou¾íváme operace souètu, souèinu nebo rozdílu, pracujeme-lise slovy pou¾íváme zøetìzení. Tyto operace mají své zvlá¹tní oznaèení napøíklad+; �; � nebo �. Operace napøíklad zøetìzení je vlastnì zobrazení, které dvìmaobjektùm (slovùm) pøiøazuje dal¹í objekt, slovo, které je jejich zøetìzením. Vtomto pøípadì je operace zøetìzení funkcí na mno¾inì uspoøádaných dvojicí slov.Jazyk logiky bude tedy obsahovat symboly pro operace, kterým budeme øíkatfunkèní symboly. Ka¾dému funkènímu symbolu je pøiøazeno pøirozené èíslo, kterévyjadøuje takzvanou èetnost symbolu, to znamená poèet argumentù, na které jesymbol aplikován. Je-li èetnost symbolu rovna pøirozenému èíslu n, øíkáme také,¾e symbol je n-ární. Pro èetnosti n; n � 3 se po¾ívá v¾itých názvù, symboly sèetností jedna se nazývají unární, symboly s èetností dva se nazývají binární as èetností tøi se nazývají ternární. Tak funkce S následníka pøirozeného èísla,S(n) = n+1 je unární, a souèet a souèin jsou funkce binární. V obecném pøípadìse setkáváme s n-árními funkèími symboly, které oznaèují funkce n promìnných.Je pøirozené chápat konstanty, které oznaèují urèitý objekt nezávisle na jinýchobjektech jako 0-ární funkce, tedy funkèní symboly, které nevy¾adují ¾ádný ar-gument.Matematik vyjadøuje také vztahy mezi objekty, napøíklad "èíslo x je rovnodvojnásobku èísla y" nebo "èíslo y je men¹í ne¾ jedna". Pro tyto vztahy se pou¾íváustáleného oznaèení = a <, potom výrazyx = 2 � y y < 1 (1)jsou symbolickým vyjádøením vztahù mezi èísly x a y, které jsme uvedli v úvo-zovkách.Pov¹imnìme si, ¾e ka¾dý z výrazù (1) zastupuje holou vìtu èeského jazyka. Vdaném pøípadì ¹lo o vztah mezi dvìma èísly x a y respektive y a 1. Jsou mo¾néi slo¾itìj¹í vztahy napøíklad "èíslo x le¾í mezi èísly y a z", který urèuje vztahmezi tøemi èísly. Jazyk logiky bude obsahovat symboly, které vyjadøují vztahymezi objekty. Budeme jim øíkat predikátové symboly. Ke ka¾dému predikátovémusymbolu je dáno pøirozené èíslo, èetnost symbolu, které udává poèet jeho ar-gumentù. Tedy symboly = a < jsou binární, vyjadøují vztah mezi dvìma èísly.Obecnì se mù¾eme setkat s n-árními predikátovými symbolu pro n � 1. Obdobou0-árních funkèních symbolù by mohly být "logické konstanty" oznaèující pravdua nepravdu, ale nebudeme jich zde pou¾ívat. Pov¹imnìme si je¹tì, ¾e predikátovésymboly = a < odpovídají slovesùm èeského jazyka, mají tedy schopnost tvoøitformální obdobu holých vìt èeského jazyka.Jazyk logiky bude obsahovat také symboly pro logické spojky, které jsou ob-dobou spojek v èeském jazyce a dovolují spojovat jednodu¹¹í výrazy ve slo¾itìj¹í.



6 KAPITOLA 1. ÚVODJe to obdoba vytváøení souvìtí ze dvou vìt. K logickým spojkám øadíme symboly& pro konjunkci, _ pro disjunkci, ! pro implikaci, $ pro ekvivalenci a symbol: pro negaci.U¾ijeme-li výrazy (1), mù¾eme roli logických spojek ilustrovat následujícímpøíkladem:x = 2 � y èteme "neplatí x = 2 � y"x = 2 � y & x < 1 èteme "x = 2 � y a x < 1"x = 2 � y _ x < 1 èteme "x = 2 � y nebo x < 1" (2)x = 2 � y ! x < 1 èteme "x = 2 � y implikuje x < 1"nebo "je-li x = 2 � y potom x < 1"x = 2 � y $ x < 1 èteme "x = 2 � y právì kdy¾ x < 1"nebo "x = 2 � y je ekvivalentní x < 1"Matematika pou¾ívá také formulace "pro ka¾dé x plati : : :" nebo "existuje xtakové, ¾e : : :". V tìchto pøípadech mluvíme o kvanti�kaci promìnných. Jazyklogiky bude proto obsahovat i symboly 8 a 9, kterým øíkáme obecný (univerzálnínebo velký) kvanti�kátor a existenèní (nebo malý) kvanti�kátor.V jazyce logiky se uplatní i pomocné symboly, které u¾íváme ke zlep¹ení èitel-nosti výrazù. Pomocné symboly jsou zpravidla rùzné druhy závorek ( ; ) ; [ ; ] ;f ; g atd.Je-li x promìnná, potom výrazy(8x)(x < 1) èteme "pro ka¾dé x platí x < 1" (3)(9x)(x = 2 � y) èteme "existuje x takové, ¾e x = 2 � y"1.2 Symbolický jazyk Ukazuje se, ¾e v¹echny dùle¾ité obraty jazyka mate-matiky lze zachytit vhodnou volbou odpovídajících symbolù v umìlém, symbo-lickém jazyce. Matematická tvrzení jsou potom vyjádøena urèitými výrazy tohotosymbolického jazyka. Symbolické jazyky se také nazývají formální. Pro potøebyrùzných matematických teorií lze sestrojit rùzné formální jazyky.Pøedchozí analýzu shrnuje následující de�nice.1.3 Jazyk 1. øádu obsahuje tyto symboly� promìnné x; y; z; x1; x2; : : : ; y1; y2; : : : kterých je neomezenì mnoho;



1.1. JAZYK LOGIKY 7� funkèní symboly f; g; h; : : : ke ka¾dému symbolu je dáno pøirozenéèíslo n � 0, které vyjadøuje jeho èetnost;� predikátové symboly p; q; r; : : : ke ka¾dému symbolu je dáno pøirozenéèíslo n > 0, které udává jeho èetnost. Jazyk mù¾e (ale nemusí) obsahovatbinární predikátový symbol = k oznaèení rovnosti. Je-li v jazyku obsa¾en,mluvíme o jazyku s rovností;� logické spojky :; &; _; !; $ vyjadøující negaci, konjunkci, dis-junkci, implikaci a ekvivalenci;� kvanti�kátory 8; 9 univerzální a existenèní;� pomocné symboly ( ; ) ; [ ; ]; f ; g; : : :1.4 Speciální a logické symboly Nìkteré symboly jsou spoleèné v¹em for-málním jazykùm, proto¾e odpovídají logickým konstrukcím, budeme proto nazý-vat logické symboly. Jsou to symboly pro promìnné, logické spojky, kvanti�kátory,pomocné symboly a symbol rovnosti =, je-li v jazyku obsa¾en. Zbývající symboly,tedy symboly pro funkce a predikáty, oznaèují speciální operace a vztahy v té,které matematické disciplinì. Budeme je nazývat speciální symboly. Je zøejmé,¾e jazyk je urèen jednoznaènì výètem svých speciálních symbolù (a tím jde-lio jazyk s rovností nebo bez rovnosti). Napøíklad jazyk teorie mno¾in je jazyk 1.øádu s rovností, který má jediný speciální symbol � - binární predikátový symbolvyjadøující nále¾ení prvku do mno¾iny (tøídy).1.5 Termy a formule Ze symbolù jazyka se podle jistých pravidel tvoøí dvatypy výrazù,� termy, které popisují objekty, které vzniknou po provedení v termu nazna-èených operací,� formule, které vyjadøují rùzná matematická tvrzení.Napøíklad výrazf(g(x; y); h(x); x)kde x; y jsou promìnné a f; g; h jsou po øadì ternární, binární a unárnífunkèní symboly, je term. Výrazy (1) jsou (atomické) formule.1.6 Jazyky vy¹¹ích øádù Jazyky, které jsme popsali, se nazývají jazyky1. øádu, proto¾e mají jen jeden typ promìnných, kterým øíkáme promìnné proindividua napøíklad èísla, prvky grupy, mno¾iny a podobnì. Jazyk neobsahujedal¹í typy promìnných napøíklad pro pøirozená èísla, mno¾iny èísel, funkce, relacea dal¹í typy objektù. Kvanti�kovat mù¾eme tedy jen promìnné pro individua.



8 KAPITOLA 1. ÚVODTím se jazyky 1. øádu li¹í od jazykù vy¹¹ích øádù, kde napøíklad jazyk takzvanéslabé logiky 2. øádu má kromì promìnných pro individua dal¹í typ promìnnýchpro pøirozená èísla (nebo obecnìji pro koneèné mno¾iny individuí), které takédovoluje kvanti�kovat. Jazyky 2. øádu obsahují promìnné pro mno¾iny individuí,promìnné pro funkce a relace a dovolují kvanti�kovat kromì individuí i mno¾inyindividuí a funkce a relace na universu individuí. Logika, která pracuje jen sjazyky prvního øádu, se nazývá logika prvního øádu.1.7 Výrazová síla jazykù prvního øádu Je øada dùvodù, pro které lzelogiku prvního øádu pova¾ovat za základní jazyk matematiky. Ve srovnání s lo-gikami vy¹¹ích øádù má jednodu¹¹í jazyk, který se neodkazuje k pojmu mno¾iny.Proto¾e jazyk teorie mno¾in je prvního øádu, mù¾e logika prvního øádu slou¾itjako základní teorie i pro teorii mno¾in. Vzhledem k tomu, ¾e jazyk teorie mno¾indovoluje konstruovat v¹echny matematické objekty uvnitø teorie mno¾in, logikaprvního øádu mù¾e prostøednictvím teorie mno¾in poslou¾it jako logický základpro matematiku.1.8 Pøíklad Mo¾nosti a omezení logiky prvního øádu budeme ilustrovat nanìkolika pøíkladech z algebry a teorie mno¾in.a) K popisu uspoøádaných mno¾in vystaèíme s jediným speciálním symbo-lem < , binárním predikátovým symbolem pro relaci uspoøádání. Pracujeme sjazykem 1. øádu s rovností, který obsahuje jediný speciální symbol < . Èásteènéuspoøádání je charakterizováno dvìma formulemi:(x < x)(x < y & y < z) ! x < zPrvní z nich stanoví, ¾e uspoøádání není re
exivní a druhá vyjadøuje tranzitivnostuspoøádání.b) Ke studiu tìles je mo¾no pou¾ít jazyk s rovností, který obsahuje speciálnísymboly 0; 1; + a � . První dva z nich jsou konstanty oznaèující nulu a jednotku,druhé dva jsou binární funkèní symboly, které oznaèují operace sèítání a násobenív tìlese. V tomto jazyce lze vyjádøit obvyklé axiomy tìlesa, to ponecháme ètenáøijako cvièení. Pomocí termù mù¾eme také vyjádøit takzvané pøirozené násobky. Je-li x promìnná, budeme termyx; (x + x); (x+ (x + x)); : : : ; (x+ (x+ (x + : : : (x+ x) : : :)))| {z }n vskyt xoznaèovat zkratkami 1 � x; 2 � x; 3 � x; : : : ; n �x a budeme jim øíkat pøirozenénásobky x. Uvìdomme si, ¾e pøirozená èísla nemusí být podmno¾inou zkoumanéhotìlesa a pøirozený násobek imituje souèin jako opakované pøièítání. Výraz p � x,kde p je nìjaké pøirozené èíslo mù¾e zastupovat term znaèné délky. Pokud pronìjaké nenulové pøirozené èíslo p v urèitém tìlese platí formule



1.1. JAZYK LOGIKY 9p � 1 = 0 (4)øíkáme, ¾e tìleso má koneènou charakteristiku. Nejmen¹í nenulové èíslo p, prokteré platí (4), je charakteristika tìlesa. Pokud pro ¾ádné nenulové p neplatí (4),øíkáme, ¾e tìleso má charakteristiku nula. Pøidáme-li k axiomùm tìlesa formulep � 1 6= 0 (5)ppro v¹echna nenulová pøirozená èísla p, dostáváme axiomy tìlesa charakteristikynula. Je pøirozené polo¾it si otázku, zda lze tìlesa charakteristiky nula axiomati-zovat také koneèným poètem axiomù v logice prvního øádu. Negativní odpovìïvyplývá z následujícího tvrzení.1.9 Vìta Ka¾dá koneèná mno¾ina formulí jazyka prvního øádu, které jsousplnìny ve v¹ech tìlesech charakteristiky nula, je splnìna i ve v¹ech tìlesech dostivelké koneèné charakteristiky.Koneèná mno¾ina formulí jazyka prvního øádu tedy nemù¾e rozli¹it mezi tì-lesy charakteristiky nula a tìlesy nìkterých koneèných charakteristik. Tato vìtaje dùsledkem takzvané vìty o kompaktnosti logiky prvního øádu, se kterou seseznámíme pozdìji. Tìlesa charakteristiky nula bychom mohli charakterizovat je-dinou formulí, kdybychom pøekroèili rámec jazykù prvního øádu, zavedli novýtyp promìnných pro pøirozená èísla a dovolili jej kvanti�kovat. Tím by vznikljazyk takzvané slabé logiky druhého øádu, který algebra bì¾nì pou¾ívá. Je-li ppromìnná pro pøirozená èísla, potom nekoneènou mno¾inu formulí 1. øádu (5)plze nahradit jedinou formulí(8p)(p 6= 0 ! p � 1 6= 0)slabé logiky druhého øádu. Vyjadøovací prostøedky slabé logiky druhého øádujsou silnìj¹í ne¾ vyjadøovací prostøedky logiky prvního øádu. Z toho, co jsmeøekli o dùkazu vìty 1.9 pak plyne, ¾e vìta o kompaktnosti (pro logiku prvníhoøádu) ji¾ nemù¾e platit pro slabou logiku druhého øádu. Zùstaneme-li u jazyka alogiky 1. øádu, poznamenejme, ¾e nìkteré vlastnosti tìles, napøíklad to, ¾e tìlesoje Archimedovské, nelze v tomto jazyce vyjádøit ani nekoneèným poètem formulí.Zajímavým negativním dùsledkem takzvané Lövenheimovy a Skolemovy vìty prologiku prvního øádu je i následující tvrzení1.10 Vìta ®ádná mno¾ina formulí jazyka prvního øádu teorie tìles neurèujetìleso reálných èísel jednoznaènì (a¾ na izomor�smus).Dùle¾itou charakteristikou tìlesa reálných èísel je toti¾ vìta o supremu, kterámluví o mno¾inì reálných èísel a reálném èíslu - jejím supremu. Tato vìta mù¾ebýt vyjádøena formulí jazyka druhého øádu, který má k dispozici i promìnnépro mno¾iny individuí, zde tedy reálných èísel. Octli bychom se tedy v logice



10 KAPITOLA 1. ÚVODdruhého øádu. Uvedené výsledky se stoupající gradací ukazují na omezení danájazykem prvního øádu. Mù¾e tedy logika prvního øádu vyhovìt v¹em po¾adav-kùm tak, aby byla spolehlivým východiskem ke studiu matematiky, informatikya dal¹ích oborù? Døíve ne¾ odpovíme, pøipomeòme ji¾ uvedené pøíklady. K po-pisu tìles charakteristiky nula chybìla jazyku prvního øádu mo¾nost pracovatvedle promìnných pro individua (prvky tìlesa) je¹tì s promìnnými pro pøirozenáèísla. Tuto mo¾nost nabízela slabá logika druhého øádu. V pøípadì Archimedov-ských tìles a vìty o supremu ¹lo o to, ¾e vedle promenných pro individua nebylamo¾nost pracovat s promìnnými pro mno¾iny individuí. Tuto mo¾nost nabízí a¾logika druhého øádu. V obou pøípadech je zøejmé, ¾e silnìj¹í logika v sobì zahr-nuje nìjaký fragment teorie mno¾in. To nemusíme pova¾ovat za adekvátní øe¹ení.Tyto obtí¾e odpadnou, budujeme-li matematiku v teorii mno¾in, tedy v teoriis jazykem prvního øádu. Takové øe¹ení je elegantnìj¹í, místo, abychom pøimí-chávali potøebný fragment teorie mno¾in k logice, kterou chceme ponechat conejprùzraènìj¹í, vstoupíme s celou matematikou do teorie mno¾in, která je pøijí-mána jako nejobecne¹í rámec pro výstavbu matematiky a je sama teorií prvníhoøádu. S teorií mno¾in mù¾e logika prvního øádu bez obtí¾í pracovat. Vracíme sek na¹í poèáteèní tézi, ¾e logika prvního øádu mù¾e být adekvátním nástrojemke studiu matematiky a informatiky. Tato téze je plnì oprávnìná, pokud bu-dujeme matematiku a informatiku uvnitø teorie mno¾in. Tento fakt ukazuje naspeci�ckou úlohu teorie mno¾in jak ve vztahu k matematice tak k (teoretické)informatice. Pøedchozí úvaha naznaèuje mo¾nost, redukce nìkterých logickýchsystémù vy¹¹ího øádu do logiky prvního øádu prostøednictvím teorie mno¾in.1.2 Formální systém logiky prvního øáduPopsali jsme jazyk prvního øádu a naznaèili jsme jaké jsou jeho vyjadøovací mo¾-nosti. Ze symbolù jazyka tvoøíme podle pøesných syntaktických pravidel dvì dù-le¾ité tøídy slov termy a formule. Zatím se spokojíme s konstatováním, ¾e termyjsou výrazy, které oznaèují urèitá individua, která jsou výsledkem v termu nazna-èených operací, a formule jsou výrazy, které symbolicky zachycují matematickátvrzení. Nìkteré formule vybíráme jako základní tvrzení - axiomy, abychom znich odvozovali dal¹í dùsledky. Axiomy a z nich odvozené dùsledky nazývámesouhrnnì vìty. Ka¾dá vìta musí mít dùkaz, který je odvozen z axiomù pouzerozumovou (logickou) úvahou. Takové vymezení klade dvì pøirozené otázky� Lze pojem dùkazu de�novat?� Jaká jsou logická pravidla, kterými se odvozování øídí?



1.2. FORMÁLNÍ SYSTÉM LOGIKY PRVNÍHO ØÁDU 11Odpovìï na první otázku je snadnìj¹í, proto¾e jsme ji¾ zavedli pojem jazykaprvního øádu, který je jazykem symbolickým a formule vyjadøující matematickátvrzení jsou slova - koneèné posloupnosti symbolù tohoto jazyka. Pøirozený jazyk,kterým budeme mluvit o dùkazech, popøípadì o zkoumané axiomatice (teorii), jeodli¹en a zùstává v roli takzvaného metajazyka. Metajazyk je tedy jazyk, kterýmse mluví o symbolickém jazyku, jeho konstrukcích, dùkazech a zkoumané teorii.Tímto rozli¹ením se vyhneme nebezpeèí sémantických paradoxù, které mohouvzniknout pou¾ívá-li se pøirozený jazyk v obou rovinách, jako jazyk teorie a sou-èasnì jako jazyk, kterým o teorii mluvíme (paradox lháøe a dal¹í).Zvolený pøístup také zdùrazòuje �nitní hledisko, pøedmìtem studia jsou termya formule, tedy koneèné posloupnosti symbolù, které máme alespoò v principuplnì pod kontrolou. Dùkazy - jak uvidíme pozdìji - jsou posloupnosti formulísestavené podle pøesných syntaktických pravidel: ka¾dá formule dùkazu je buïaxiom nebo je odvozena z nìkterých formulí, které ji pøedcházejí, podle nìkteréhoodvozovacího pravidla. Nyní ji¾ máme pohromadì v¹echny souèásti formálníhosystému logiky, které lze identi�kovat ve v¹ech logikách, nejenom v predikátovélogice prvního øádu, které je vìnována tato kniha.2.1 Formální systém logiky sestává ze tøí slo¾ek, kterými jsou� jazyk z jeho¾ symbolù vytváøíme koneèné posloupnosti, slova zejména termya formule,� axiomy, tedy jisté formule, které pøijímáme jako základní tvrzení a� odvozovací pravidla Jsou to syntaktická pravidla, kterými se z koneènéhopoètu formulí mechanicky odvodí dal¹í formule, jejich dùsledek.2.2 Dùkaz ve formálním systému je koneèná posloupnost formulí, její¾ka¾dý èlen je buï axiom nebo formule, která je odvozena z nìkterých pøedchozíchformulí pomocí nìkterého odvozovacího pravidla. Øíkáme, ¾e nìjaká formule Aje vìtou formálního systému nebo ¾e formule A je dokazatelná, jestli¾e existujedùkaz, jeho¾ posledním èlenem je formule A.Uvedená de�nice vcelku ideálním zpùsobem formalizuje intuitivní pojem dù-kazu. Odvozování vychází z axiomù a postupuje podle pøesných syntaktickýchpravidel, která jsou mechanicky kontrolovatelná v ka¾dém kroku. To je odpoveïna na¹i první otázku.Na rozdíl od první otázky pøedstavuje druhá mnohem hlub¹í problém a mái �lozo�cký rozmìr. V intuitivním pojetí dùkazu se jednotlivé kroky odvozují zpøedchozích krokù (a axiomù) jen rozumovou (logickou) úvahou. Ta je ve formál-ním dùkazu zastoupena volbou odvozovacích pravidel a axiomù logiky. Stojímetedy pøed otázkou, jaké axiomy logiky a jaká odvozovací pravidla máme zvolit. Je-jich volbou ovlivòujeme tøídu formulí, které lze ve vytváøeném formálním systému



12 KAPITOLA 1. ÚVODdokázat. Predikátová logika øe¹í tuto otázku pragmaticky odkazem na sémantiku.Axiomy logiky vybírá z univerzálnì platných formulí, to znamená z formulí, kteréjsou pravdivé pøi ka¾dé interpretaci symbolù jazyka. Logika tedy nepreferuje nì-které interpretace pøed jinými. Odvozovací pravidla jsou volena tak, aby bylakorektní, to znamená, aby z pravdivých formulí odvozovala formuli, která budeopìt pravdivá.Je zøejmé, ¾e mno¾ina v¹ech univerzálnì platných formulí je maximum toho,co by mìl k ní konstruovaný formální systém dokázat. Korektnost odvozovacíchpravidel a volba axiomù z mno¾iny univerzálnì platných formulí zaruèuje, ¾emno¾ina vìt formálního systému bude podmno¾inou mno¾iny v¹ech univerzálnìplatných formulí. Pokud se nám podaøí zvolit axiomy a odvozovací pravidla tak, ¾emno¾ina vìt je toto¾ná s mno¾inou v¹ech univerzálnì platných formulí øíkáme, ¾etakový formální systém je úplný. Úplnost je dùle¾itou charakteristikou formálníhosystému, proto¾e zaruèuje, ¾e pojem dokazatelnosti se kryje s pojmem univerzálníplatnosti, které se také øíká logická platnost. Není to ov¹em vìc samozøejmá.Nyní mù¾eme pøistoupit k výkladu predikátové logiky prvního øádu. Je úèelnérozdìlit výklad do nìkolika etap, které odpovídají uceleným èástem logiky a majíi své v¾ité názvy. V první etapì se budeme zabývat formálním systémem, kterýpopisuje vlastnosti logických spojek a který se nazývá výroková logika. V dal¹íetapì pøidáme axiomy a odvozovací pravidla pro kvanti�kátory, tím vznikne pre-dikátová logika bez rovnosti. Nakonec pøidáme axiomy pro predikát rovnosti, kterýpoèítáme k logickým symbolùm a tak vznikne nejobsa¾nìj¹í formální systém pre-dikátová logika s rovností.V ka¾dé etapì se nejprve seznámíme se sémantikou daného jazyka a budemepøesnì de�novat pojmy pravdivosti formule a korektnosti odvozovacích pravidel,na které jsme se zatím odvolávali bez bli¾¹ího vysvìtlení. Pro ka¾dý formálnísystém doká¾eme také vìtu o úplnosti.



Kapitola 2Výroková logikaVýroková logika zevrubnì zkoumá syntax a sémantiku formulí, které vzniknou po-mocí logických spojek. Pøitom odhlí¾í od dal¹ích symbolù jazyka prvního øádu,zejména od predikátových symbolù a kvanti�kátorù. Tím výroková logika pøi-pomíná rozbor souvìtí pøirozeného jazyka, pøi kterém se nepou¹tíme do rozborujednotlivých vìt souvìtí. Ty chápeme jako nedìlitelný celek, jako základní kompo-nenty souvìtí. Zavedeme proto jazyk výrokové logiky jako jednodu¹¹í verzi jazykaprvního øádu, která odpovídá této situaci. Formule, které ve výrokové logice nelzeanalyzovat, proto¾e nejsou sestrojeny jen pomocí logických spojek budou v jazycezastoupeny mno¾inou takzvaných prvotních formulí, které jsou základními kom-ponentami v¹ech formulí výrokové logiky. Ka¾dá formule výrokové logiky vzniknez koneèného poètu prvotních formulí za pou¾ití logických spojek.2.1 Výrokové formuleV této kapitole de�nujeme jazyk a formule výrokové logiky, probereme séman-tiku výrokové logiky, zavedeme formální systém výrokové logiky, její axiomy aodvozovací pravidlo modus ponens a doká¾eme nìkteré jednoduché vìty výro-kové logiky. Z hlub¹ích výsledkù doká¾eme vìtu o kompaktnosti, vìty o úplnostivýrokové logiky a vìty o standardních tvarech formulí výrokové logiky.2.1 Prvotní formule Nech» P je neprázdná mno¾ina, její¾ prvky mohoubýt slova nìjakého formálního jazyka nebo jen písmena p; q; r; p1; p2; p3; : : :Prvky mno¾iny P budeme nazývat prvotní formule.2.2 Jazyk výrokové logiky Jazyk LP výrokové logiky nad mno¾inou Pobsahuje prvky mno¾iny P a dále symboly pro logické spojky : (negace), &(konjunkce), _ (disjunkce), ! (implikace) a $ (ekvivalence). Jazyk LPje¹tì obsahuje pomocné symboly (závorky). Øíkáme, ¾e P je mno¾ina prvotníchformulí jazyka LP . 13



14 KAPITOLA 2. VÝROKOVÁ LOGIKA2.3 Výrokové formule jazyka LP de�nujeme pomocí následujících syntak-tických pravidel.(i) Ka¾dá prvotní formule p 2 P je výroková formule.(ii) Jsou-li výrazy A; B výrokové formule, potom výrazy:A; (A&B); (A _ B); (A ! B); (A $ B)jsou výrokové formule.(iii) Ka¾dá výroková formule vznikne koneèným poètem u¾ití pravidel (i) a (ii).De�nice 2.3 popisuje zpùsob jakým se slo¾itìj¹í výrokové formule konstruují zformulí ji¾ sestrojených. Jde o induktivní de�nici opírající se o konstruktivní pra-vidla (i), (ii) a uzavírací klauzuli (iii), která zaruèuje, ¾e ka¾dá výroková formuleje koneèné slovo.2.4 Pøíklad Je-li P = fp; q; r; sg mno¾ina prvotních formulí, potomvýrazy p; q; r jsou výrokové formule podle (i)(p _ q) a (p & q) jsou výrokové formule podle (ii)a nakonec((p _ q) ! (p & q)) je výroková formule podle (ii)V¹echny formule, které jsme pøi konstrukci poslední z nich sestrojili, tedyvèetnì jí samé, nazýváme podformulemi formule ((p _ q) ! (p & q)). Mù¾emeøíci, ¾e podformule nìjaké formule je ka¾dé její podslovo, které je samo formulí.Øíkáme, ¾e nìjaká podformule je vlastní, je-li krat¹í ne¾ daná formule.Podobnì bychom se pøesvìdèili ¾e výraz(p ! (q ! (r ! s)))je výroková formule, její¾ vlastní podformule jsoup; q; r; s(r ! s) a (q ! (r ! s))Snadno se nahlédne, ¾e výrazyppr; (! p) a (!!nejsou výrokové formule.2.5 Úmluva Pomocné symboly, které pou¾ívíme pøi zápisu formulí slou¾ípøedev¹ím k lep¹í èitelnosti tìchto výrazù. De�nice 2.3 stanoví psaní závorekjednoznaène. Pøi psaní závorek si mù¾eme dovolit urèitou volnost pokud to nebude



2.2. SÉMANTIKA VÝROKOVÉ LOGIKY 15na újmu srozumitelnosti. Je napøíklad obvyklé vynechávat krajní párové závorky,které jsou de�nicí formule pøedepsány, ale ve skuteènosti nic neoddìlují. Pí¹emenapøíklad(p & q) _ r místo ((p & q) _ r)(p & q) ! r místo ((p & q) ! r)V nìkterých pøípadech se také pøijímá konvence doplòování chybìjících závo-rek pøi kumulaci doprava. Pak pí¹emep1 ! p2 ! : : : ! pn místo (p1 ! (p2 ! : : : (pn�1 ! pn) : : :))Podobné úmluvy lze zavádìt podle potøeby.2.2 Sémantika výrokové logikySémantika výrokové logiky zkoumá pravdivost výrokových formulí. Podle de�-nice 2.3 jsou výrokové formule konstruovány nad mno¾inou prvotních formulí.Pøitom prvotní formule jsou ty podformule výrokových formulí, které ve výro-kové logice neanalyzujeme, jejich pravdivost èi nepravdivost tedy musí být dánazvnìj¹ku zobrazením, které nazýváme pravdivostní ohodnocení. Pravdivost ostat-ních formulí pak mù¾e být odvozena z pravdivosti základních podformulí a zesémantiky pou¾itých logických spojek.2.6 Sémantika výrokových formulí Nech» P je mno¾ina prvotních formulíjazyka LP výrokové logiky. Mno¾ina pravdivostních hodnot je dvouprvková asestává z hodnot 1 (true) a 0 (false).(i) Pravdivostní ohodnocení (valuace) prvotních formulí je zobrazení v : !f0; 1g, které ka¾dé prvotní formuli p 2 P pøiøadí hodnotu 0 nebo 1.(ii) Pravdivostní ohodnocení v lze jednoznaènì roz¹íøit na v¹echny formule ja-zyka LP . Indukcí podle slo¾itosti formule A de�nujeme roz¹íøení v zobrazení vpøedpisemv(A) = v(A) je-li A prvotní formulev(:A) = 0 je-li v(A) = 1= 1 je-li v(A) = 0v(A&B) = 1 je-li v(A) = v(B) = 1= 0 jinak



16 KAPITOLA 2. VÝROKOVÁ LOGIKAv(A _ B) = 0 je-li v(A) = v(B) = 0= 1 jinakv(A ! B) = 0 je-li v(A) = 1 a v(B) = 0= 1 jinakv(A $ B) = 1 je-li v(A) = v(B)= 0 jinakØíkáme, ¾e v(A) je pravdivostní hodnota formule A pøi ohodnocení v.Formule A je pravdivá pøi ohodnocení v , je-li v(A) = 1 jinak je nepravdivá.2.7 Tautologie a splnitelné formule (i) Øíkáme, ¾e formule A je tauto-logie, je-li pravdivá pøi ka¾dém ohodnocení prvotních formulí.(ii) Formule je splnitelná, je-li pravdivá pøi nìjakém ohodnocení prvotníchformulí. Ohodnocení v , takové ¾e v(A) = 1 nazýváme modelem formule A.(iii) Mno¾ina formulí T je splnitelná, jestli¾e existuje pravdivostní ohodno-cení v , takové ¾e ka¾dá formule A z mno¾iny T je pravdivá pøi ohodnocenív. Takové ohodnocení v nazýváme modelem mno¾iny formulí T .(iv) Øíkáme, ¾e formule A je tautologickým dùsledkem mno¾iny formulí Ta pí¹eme T j= A , je-li formule A pravdivá pøi ka¾dém ohodnocení, které jemodelem mno¾iny T . Je-li T prázdná mno¾ina, pí¹eme krátce j= A. V tomtopøípadì je A pravdivá pøi ka¾dém ohodnocení, to znamená, ¾e A je tautologie.2.8 De�nice 2.7 dává mo¾nost rozhodnout o ka¾dé formuli zda je èi nenítautologií. Napøíklad formuleA _ :A (zákon vylouèeného tøetího):(A&:A) (vylouèení kontradikce):(A&B) $ (:A _ :B) (de Morganova pravidla):(A _ B) $ (:A&:B)::A $ A (zákon dvojité negace)2.9 Snadno se zjistí, ¾e pro libovolné ohodnocení v prvotních formulí alibovolné formule A; B, je-li v(A) = v(A ! B) = 1 potom také v(B) =



2.2. SÉMANTIKA VÝROKOVÉ LOGIKY 171 . Jak uvidíme pøi studiu formálního systému výrokové logiky, tato vlastnostimplikace zaruèuje korektnost odvozovacího pravidla modus ponens.Odtud také plyne, ¾e pro libovolnou mno¾inu formulí T , z T j= A aT j= A ! B plyne T j= B.2.10 Vìta o kompaktnosti výrokové logiky Mno¾ina formulí T jesplnitelná, právì kdy¾ je splnitelná libovolná koneèná podmno¾ina T0 � T .Dùkaz. a) Je-li T splnitelná, pak existuje ohodnocení v, které je modelemmno¾iny T . Toté¾ ohodnocení je pak také modelem ka¾dé koneèné podmno¾inyT0 mno¾iny T .b) dùkaz obrácené implikace je mo¾né provést matematickou indukcí, pokudse omezíme na pøípad, kdy je mno¾ina prvotních formulí a tedy také mno¾inav¹ech formulí výrokové logiky nejvý¹e spoèetná. Provedeme dùkaz, který pou¾ívávìtu o kompaktnosti souèinu kompaktních topologických prostorù. Ten nepøed-pokládá ¾ádné omezení mohutnosti mno¾iny prvotních formulí. Vìta o kompakt-nosti souèinu topologických prostorù, která dává i jméno dokazované vìtì v¹aksama pøedstavuje urèitou formu axiomu výbìru. Poznamenejme, ¾e s nespoèet-nou mno¾inou prvotních formulí bychom mnoho nedokázali, kdybychom nebylischopni její prvky dobøe uspoøádat.Dvouprvková mno¾ina f 0; 1 g pravdivostních hodnot je sama kompaktnímprostorem s diskretní topologií. Je-li P mno¾ina v¹ech prvotních formulí, po-tom kartézský souèin Qp2Pf 0; 1 g P exempláøù kompaktního prostoru f 0; 1 gje podle vìty o kompaktnosti topologického souèinu také kompaktní topologickýprostor. Pøitom z de�nice kartézského souèinu souboru mno¾in vyplývá, ¾e prvkytohoto souèinu jsou právì zobrazení v : P ! f 0; 1 g, tedy právì v¹echna ohod-nocení prvotních formulí.Pro libovolnou formuli A mù¾eme de�novat podmno¾inu UA topologickéhosouèinu pøedpisemUA = f vj v : P ! f 0; 1 g; v(A) = 1gProto¾e pravdivostní hodnota v(A) závisí jen na hodnotách v(p) prokoneènì mnoho prvotních podformulí formule A, je UA otevøená mno¾ina.Jejím doplòkem je mno¾ina U:A, která je ze stejného dùvodu také otevøená.Mno¾ina UA je tedy také uzavøená.Podle pøedpokladu je ka¾dá koneèná podmno¾ina T0 mno¾iny T splnitelná.Je-li T0 = fA1; A2; : : : ; Ang � T , pak existuje ohodnocenív 2 UA1 \ UA2 \ : : : \ UAnTo znamená, ¾e mno¾iny UA; A 2 T tvoøí centrovaný systém obojetnýchmno¾in v kompaktním prostoru Qp2Pf 0; 1 g. Z kompaktnosti potom plyne, ¾e



18 KAPITOLA 2. VÝROKOVÁ LOGIKAtaké T fUA jA 2 T g 6= 0a to znamená, ¾e mno¾ina T je také splnitelná.2.11 Dùsledek Je-li A formule a T je mno¾ina formulí, potom T j= Aplatí, právì kdy¾ existuje koneèná podmno¾ina T 0 mno¾iny T taková, ¾eT 0 j= A.Dùkaz. Snadno se nahlédne, ¾e pro libovolnou mno¾inu formulí S platíS j= A , právì kdy¾ mno¾ina S 0 = S [ f:Ag není splnitelná. Tvrzení potomplyne z vìty o kompaktnosti.2.3 Formální systém výrokové logikyJazyk výrokové logiky je de�nován a spolu s ním je zaveden i pojem formule.2.12 Volba axiomù Axiomy výrokové logiky budeme vybírat z logicky plat-ných formulí. Pøirozenými kandidáty na logicky platné formule jsou tautologie.Výrokové formule jsou sestrojeny z prvotních formulí jen pomocí logických spo-jek, které mají jednoznaènì urèenou interpretaci. To znamená, ¾e logická platnostformule mù¾e být zaruèena jen tím, ¾e taková formule je pravdivá pøi ka¾démohodnocení prvotních formulí. Tak jsou de�novány právì tautologie, které jsoupravdivé bez ohledu na pravdivost èi nepravdivost svých prvotních podformulí;pravdivost tautologie je dána pouze jejím syntaktickým tvarem. Proto budemeaxiomy výrokové logiky vybírat z mno¾iny v¹ech tautologií.2.13 Redukce jazyka Chceme-li úspornì zvolit mno¾inu axiomù, je výhodnéredukovat poèet logických spojek na nìkolik základních a ostatní spojky chápatjako odvozené. Uká¾eme, ¾e je mo¾né zvolit negaci a implikaci za základní logickéspojky a ostatní spojky, konjunkci, disjunkci a ekvivalenci chápat jako spojkyodvozené. Formule (A&B); (A _ B); (A $ B) budeme de�novat jako zkratkyza formule vytvoøené jen ze základních spojek, negace a implikace.(A & B) je zkratka za formuli :(A ! :B)(A _ B) je zkratka za formuli (:A ! B) (1)(A $ B) je zkratka za formuli ((A ! B) & (B ! A))



2.3. FORMÁLNÍ SYSTÉM VÝROKOVÉ LOGIKY 19Snadno se pøesvìdèíme, ¾e pro libovolné ohodnocení v prvotních formulí sesobì rovnají pravdivostní hodnoty levých i pravých stran v (1). Tak napøíkladv(A & B) = v(:(A ! :B)), odkud plyne, ¾e(A & B) $ :(A ! :B)je tautologie. Podobnì je tomu i se zbývajícími dvìmi zkratkami z (1). Sémantickyjsou zkratky ekvivalentní s vyjádøením pomocí základních spojek.2.14 Volba odvozovacích pravidel Odvozovací pravidla výrokové logikyvolíme tak, aby byla korektní, to znamená, aby z formulí pravdivých pøi nìjakémohodnocení odvozovala formuli, která je pravdivá pøi tomté¾ ohodnocení. Inspi-raci najdeme v odstavci 2.9, který ukazuje, ¾e odvozovací pravidlo modus ponensje korektní.2.15 Formální systém výrokové logiky obsahuje� Jazyk LP výrokové logiky nad mno¾inou prvotních formulí P .� Axiomy Pro libovolné formule A; B; C jazyka LP je ka¾dá formule tvaruA ! (B ! A) (A1)axiomem výrokové logiky. Dále je axiomem výrokové logiky ka¾dá formule(A ! (B ! C)) ! [(A ! B) ! (A ! C)] (A2)a ka¾dá formule(:B ! :A) ! (A ! B) (A3)� Odvozovací pravidlo (modus ponens) Z formulí A a A ! B odvoïformuli B. Místo modus ponens pí¹eme krátce MP.Formule (A1) - (A3) dávají návod jak z daných formulí A; B; C sestrojitnový axiom výrokové logiky. Nejde tedy o jeden axiom, ale ka¾dá z formulí (A1) -(A3) zastupuje nekoneènì mnoho speciálních pøípadù. Øíkáme proto, ¾e výrokoválogika je axiomatizována tøemi schematy axiomù (A1), (A2) a (A3).2.16 Pojem dùkazu (i) Øíkáme, ¾e koneèná posloupnost formulíA1; A2; : : : ; An



20 KAPITOLA 2. VÝROKOVÁ LOGIKAje dùkazem formule A , jestli¾e An je formule A a pro libovolné i; 1 � i � nje formule Ai buï axiom nebo je odvozena z pøedchozích formulí Aj; 1 � j < ipravidlem modus ponens.(ii) Existuje-li dùkaz formule A; øíkáme, ¾e A je dokazatelná ve výrokovélogice nebo ¾e A je vìtou výrokové logiky, a pí¹eme ` A.2.17 Jednoduché vìty výrokové logiky Odvodíme nìkolik jednoduchýchvìt výrokové logiky, které pozdìji pou¾ijeme k dùkazu vìty o úplnosti výrokovélogiky. A ! A (v1)Dùkaz. Sestrojíme posloupnost formulí, která bude dùkazem formule (v1).` A! ((A! A)! A) (2a)` (A! ((A! A)! A))! [(A! (A! A))! (A! A)] (2b)` (A! (A! A))! (A! A)] (2c)` (A! (A! A)) (2d)` A! A (2e)Snadno se nahlédne, ¾e (2a) je pøípadem axiomu (A1), (2b) je pøípadem axi-omu (A2) a ¾e (2c) je odvozena z (2a) a (2b) podle pravidla modus ponens. Dále(2d) je opìt pøípadem axiomu (A1) a nakonec (2e) je odvozena z (2c) a (2d)pravidlem modus ponens.Posloupnost formulí napravo od ` v (2a) - (2e) tedy tvoøí formální dùkazvìty (v1). Tato jednoduchá formule má dùkaz, který obsahuje 5 krokù. Mù¾emeoèekávat, ¾e dùkazy dal¹ích formulí budou narùstat do délky. Bude proto u¾iteènémít tvrzení, který by dovolovalo pøecházet od dùkazu jedné formule k dùkazujiné formule, ani¾ bychom potøebovali celý formální dùkaz konstruovat. Takovétvrzení bude hovoøit o dùkazech ve výrokové logice, nebude to tedy formule anivìta výrokové logiky. Z hlediska jazyka, ve kterém bude takové tvrzení vyslovenose jedná o metavìtu (vìtu o dùkazech vìt výrokové logiky). Z pragmatickýchdùvodù a pøi zneu¾ití jazyka budeme toto tvrzení nazývat také vìtou, vìtou odedukci. Døíve ne¾ ji vyslovíme, zavedeme obecnìj¹í pojem formálního dùkazu.2.18 Dùkaz z pøedpokladù Nech» T je mno¾ina formulí, nech» Aje formule. Øíkáme, ¾e posloupnost formulí A1; A2; : : : ; An je dùkaz formule A z(mno¾iny pøedpokladù) T , jestli¾e An je formule A a ka¾dá formule Ai; 1 � i � n



2.3. FORMÁLNÍ SYSTÉM VÝROKOVÉ LOGIKY 21je buï axiom výrokové logiky, nebo formule z T , nebo je odvozena z pøedchozíchformulí A1; A2; : : : ; Ai�1 pravidlem modus ponens. Jestli¾e existuje dùkaz formuleA z pøedpokladù T , øíkáme ¾e formule A je dokazatelná z T a pí¹eme T ` A.2.19 Vìta o dedukci Nech» T je mno¾ina formulí a nech» A;B jsouformule, potomT ` A! B právì kdy¾ T [ fAg ` BTedy implikace A! B je dokazatelná z pøedpokladù T právì kdy¾ samotnáformule B je dokazatelná z mno¾iny pøedpokladù T roz¹íøené o formuli A. Toodpovídá zpùsobu, jakým se implikace neformálnì dokazují. Pøesný, ale kompli-kovaný, mno¾inový zápis pøedpokladù na pravé stranì tvrzení vìty o dedukci sezpravidla zjednodu¹uje do tvaru T;A ` B.Demonstrace.1 a) Je-li T ` A! B, pak existuje posloupnost formulíA1; A2; : : : ; An�1; A ! Bkterá je dùkazem formule A ! B z pøedpokladù T . Snadno se nahlédne, ¾eposloupnostA; A1; : : : ; An�1; A ! B; Bje dùkazem formule B z pøedpokladù T; A.b) Nech» A; A1; : : : ; An; je dùkaz formule B z pøedpokladù T; A. Indukcípro i; 1 � i � n doká¾eme T ` A! Ai. Tím pro i = n splníme úkol.Pøedpokládejme, ¾e pro j < i jsme ji¾ dùkazy formulí A ! Aj sestrojili(pro i = 1 jde o prázdný pøedpoklad). Pro formuli Ai podle de�nice dùkazu zpøedpokladù mohou nastat tøi pøípady.b1) Ai je axiom výrokové logiky nebo formule z mno¾iny T . Potom samaformule Ai jako posloupnost o jediném èlenu je svým dùkazem z pøedpokladùT . Dále formuleAi ! (A ! Ai)je pøípadem axiomu (A1), je dokazatelná ve výrokové logice a tím spí¹e z pøed-pokladù T . Potom posloupnost formulíAi; Ai ! (A ! Ai); A ! Aije dùkazem A ! Ai z pøedpokladù T (u¾ij modus ponens na první dvìformule).1Abychom slovo dùkaz nepou¾ívali ve dvojím smyslu jak pro formální dùkazy ve výrokovélogice tak pro dùkazy (meta)vìt o dùkazech výrokové logiky, oznaèíme neformální dùkaz vìtyo dedukci slovem demonstrace.



22 KAPITOLA 2. VÝROKOVÁ LOGIKAb2) Formule Ai je formule A, potom podle (v1) je formule A ! Ai vìtouvýrokové logiky a tedy je také dokazatelná z pøedpokladù T .b3) Formule Ai je odvozena pravidlem modus ponens z formulí Aj; Ak pronìjaká j; k < i. Bez újmy na obecnosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e Aj je tvaruAk ! Ai. Ji¾ døíve jsme ukázali, ¾eT ` A ! (Ak ! Ai)| {z }AjT ` A ! Aka z axiomu (A2) plyneT ` (A ! (Ak ! Ai)) ! ((A ! Ak) ! (A ! Ai)) (3)U¾ijeme-li dvakrát pravidlo modus ponens dostanemeT ` A ! Ai (4)Dùkaz formule (4) vznikne tím, ¾e spojíme dùkazy formulí A ! Aj a A ! Akdo posloupnosti a na její konec pøidáme formule (3), (A ! Ak) ! (A ! Ai) a(4). Tímto postupem nakonec sestrojíme dùkaz formule A! An z pøedpokladùT a tím dokonèíme dùkaz levé strany tvrzení vìty o dedukci. Postup, který jsmezvolili k dùkazu druhé implikace ve Vìtì o dedukci se nazývá demostrace indukcípodle délky dùkazu a je zalo¾en na tom, ¾e sestrojíme dùkaz nìjaké formule Ctím, ¾e pøetvoøíme ji¾ sestrojený dùkaz nejaké jiné formule C 0.2.20 Pøíklad Ve slo¾ené implikaci A ! (B ! C) nezále¾í na poøadípøedpokladù A; B. Plyne to z vìty o dedukci. Pøesnìji, pro libovolnou mno¾inuformulí T a formule A; B; C platíT ` A ! (B ! C) právì kdy¾ T; A; B ` Cprávì kdy¾ T ` B ! (A ! C)Stejným zpùsobem se doká¾eT ` (A ! (B ! C)) ! (B ! (A ! C))a vìta o skládání implikací` (A ! B) ! [(B ! C) ! (A ! C)]2.21 Dal¹í vìty výrokové logiky Pomocí vìty o dedukci odvozujeme dal¹íjednoduché vìty výrokové logiky. Nesestrojujeme ji¾ formální dùkazy podle de�-nice 2.16, ale ukazujeme, ¾e formální dùkazy vìt existují. Budeme proto mluvito demonstracích místo o (formálních) dùkazech.` :A ! (A ! B) (v2)Demonstrace.



2.3. FORMÁLNÍ SYSTÉM VÝROKOVÉ LOGIKY 23` :A! (:B ! :A) pøípad axiomu (A1) (a):A ` :B ! :A VD (vìta o dedukci) (b)` (:B ! :A)! (A! B) (A3) (c):A ` A! B (b), (c) MP (d)` :A! (A! B) VD (e)` ::A! A (v3)Demonstrace.` ::A! (:A! :::A) (v2) (a)::A ` :A! :::A VD (b)` (:A! :::A)! (::A! A) (A3) (c)::A ` ::A! A (b), (c) MP (d)::A ` A VD (e)` ::A! A VD (f)2.22 Lemma` A! ::A (v4)` (A! B)! (:B ! :A) (v5)` A! (:B ! :(A! B)) (v6)` (:A! A)! A (v7)Demonstrace. (v4)` :::A! :A (v3) (a)` A! ::A (A3), (a) MP (b)



24 KAPITOLA 2. VÝROKOVÁ LOGIKA(v5)` ::A;A! B ` A (v3) MP (a)` ::A;A! B ` B (a) MP (b)` ::A;A! B ` ::B (v4), (b) MP (c)` A! B ` ::A! ::B (c) VD (d)` A! B ` :B ! :A (A3), (d) MP (e)` (A! B)! (:B ! :A) (e) VD (f)(v6)A;A! B ` B MP (a)A ` (A! B)! B (a) VD (b)A ` :B ! :(A! B) (v5), (A3) MP (c)` A! (:B ! :(A! B)) (c) VD (d)(v7)` :A! (:A! :(:A! A)) (v6) (a):A ` :(:A! A) (a) 2 x VD (b)` :A! :(:A! A) (b) VD (c)` (:A! A)! A (A3), (c) MP (d)K dùkazu vìty o úplnosti výrokové logiky budeme kromì vìt (v1) - (v7)potøebovat je¹tì dvì vìty, které mají charakter pomocných odvozovacích pravidel.Proto¾e jde o tvrzení o dùkazech ve výrokové logice, mají stejný charakter jakovìta od dedukci - jsou to metavìty.



2.3. FORMÁLNÍ SYSTÉM VÝROKOVÉ LOGIKY 252.23 Lemma o neutrální formuli Je-li T mno¾ina formulí, A; B jsouformule a je-li T;A ` B a T; :A ` B , potom také T ` B .Máme-li dva dùkazy formule B , jeden z pøedpokladù T; A a druhý z pøedpo-kladù T; :A , potom existuje dùkaz formule B jen z pøedpokladù T . Øíkáme,¾e formule A se k dùkazu formule B chová neutrálnì.Demonstrace. U¾itím vìty o dedukci z druhého pøedpokladu dostávámeT ` :A! BT ` :B ! ::A (v5) MPT;:B ` ::A VDT;:B ` A (v3) MPZ prvního pøedpokladu a vìty o dedukci dostávámeT ` A! BTedy u¾itím pravidla modus ponens na dvì pøedchozí formuleT;:B ` BT;` :B ! B VD` (:A! A)! A (v7)T ` B MPNásledující lemma spojuje dokazatelnost ve výrokové logice s pravdivostí for-mulí. Døíve ne¾ ho vyslovíme, zavedeme nové oznaèení.Nech» v je ohodnocení prvotních formulí, nech» B je formule, potom Bv jeformule B , jestli¾e v(B) = 1 a Bv je formule :B , jestli¾e v(B) = 0 .2.23 Lemma Nech» v je ohodnocení prvotních formulí, nech» A je formule.Pøedpokládejme, ¾e v¹echny prvotní podformule formule A jsou mezi formulemiP1; P2; : : : ; Pn PotomP v1 ; P v2 ; : : : ; P vn ` Av (5)



26 KAPITOLA 2. VÝROKOVÁ LOGIKADemonstrace. indukcí podle slo¾itosti formule A. a) Je-li A prvotní formule,pak je to nìkterá z formulí Pi; 1 � i � n a není co dokazovat.b) Je-li A tvaru :B a je-li (5) pro B ji¾ dokázáno, mohou nastat dvapøípady:b1) Je-li v(B) = 0 , potom Bv je :B , to je formule Av a tvrzení (5)plyne z indukèního pøedpokladu.b2) Je-li v(B) = 1 , potom Bv je B a z indukèního pøedpokladu dostávámeP v1 ; P v2 ; : : : ; P vn ` BU¾ijeme (v4)` B ! ::BPodle pravidla modus ponens odvodímeP v1 ; P v2 ; : : : ; P vn ` ::BNyní zbývá si uvìdomit, ¾e ::B je formule Av a (5) je dokázáno.c) Nakonec, je-li A tvaru C ! D , kde pro formule C; D ji¾ bylo tvrzení(5) dokázáno, rozli¹ujeme ètyøi pøípady:c1) je-li v(C) = v(D) = 1 , potom také v(A) = 1 . Z axiomu (A1) a vìty odedukci dostáváme D ` C ! D . Pøitom Dv je D a podle indukèního pøed-pokladu je dokazatelné z pøedpokladù (5). Pravidlem modus ponens odvodímeformuli C ! D a to je právì formule Av. Tím je v tomto pøípadì (5) dokázáno.c2) je-li v(C) = 1 a v(D) = 0 , potom v(A) = 0 U¾ijeme-li (v6) a vìtu odedukci dostávámeC; :D ` :(C ! D)Nyní si uvìdomme, ¾e v pøedpokladech jsou právì formule Cv; Dv a z nichje odvozena formule Av . Tvrzení opìt plyne z indukèního pøedpokladu.c3-4) Oba pøípady mají spoleènou hodnotu v(C) = 0 . U¾ijeme-li (v2) a vìtuo dedukci, dostáváme:C ` C ! DTvrzení opìt plyne z indukèního pøedpokladu, proto¾e Cv je formule :C aAv je C ! D.2.4 Vìty o úplnostiNyní ji¾ mù¾eme dokázat takzvanou slabou formu vìty o úplnosti výrokové logiky.



2.4. VÌTY O ÚPLNOSTI 272.24 Vìta (Post) Pro libovolnou formuli A výrokové logiky platí` A právì kdy¾ j= AVe výrokové logice jsou dokazatelné právì tautologie.Demonstrace. a) Nejprve doká¾eme, ¾e v¹echny vìty výrokové logiky jsou tau-tologie. Provedeme to indukcí podle délky dùkazu. Uká¾eme, ¾e v¹echny axiomyvýrokové logiky jsou tautologie a z 2.9 plyne, ¾e pravidlo modus ponens je ko-rektní, tedy ¾e ze dvou tautologií odvozuje opìt tautologii. Pøi ovìøování, ¾enìjaká formule je tautologie mù¾eme pou¾ít obvyklou metodu, která ovìøuje, ¾edaná formule je pravdivá pro ka¾dé ohodnocení v¹ech jejích prvotních podformulí.V øadì pøípadù je rychlej¹í metoda nepøímá, která analyzuje nejhor¹í mo¾ný pøí-pad. Pou¾ijeme ji k ovìøení, ¾e druhý axiom výrokové logiky je tautologie.Analyzujeme podmínky, za kterých by existovalo ohodnocení v , takové, ¾eby formule (A ! (B ! C)) ! [(A ! B) ! (A ! C)] (A2)byla nepravdivá pøi ohodnocení v. V takovém pøípadì by bylov((A ! B) ! (A ! C)) = 0odkud nutnì v((A ! B)) = 1 a v((A ! C)) = 0 . Z poslední rovnostidostáváme v(A) = 1 a v(C) = 0 . K tomu z pøedposlední rovnosti je¹tì plynev(B) = 1 . Odtud v(A ! (B ! C)) = 0 a pøi tomto ohodnocení musí býtaxiom (A2) pravdivá formule. Ukázali jsme, ¾e neexistuje ohodnocení, pøi kterémby axiom (A2) nebyl pravdivý. Stejný postup lze pou¾ít i pro zbývající dva typyaxiomù. Tak se uká¾e, ¾e v¹echny vìty výrokové logiky jsou tautologie.b) Nyní uká¾eme, ¾e v¹echny tautologie jsou vìtami výrokové logiky. Nech»A je tautologie a nech» P1; P2; : : : ; Pn jsou v¹echny prvotní podformule formuleA . Zvolme pravdivostní ohodnocení v takové, ¾ev(P1) = v(P2) = : : : = v(Pn) = 1Podle lemmatu 2.23 platíP1; P2; : : : ; Pn ` Aproto¾e A je tautologie a je tedy pravdivá pøi ohodnocení v stejnì jako prvotníformule Pi; 1 � i � n . Nyní pozmìòme ohodnocení v na w tak, ¾e w(Pn) = 0zatímco ohodnocení ostatních prvotních formulí pøi v a w je stejné. Potom podlelemmatu 2.23 dostávámeP1; P2; : : : ; Pn�1; Pn ` AP1; P2; : : : ; Pn�1; :Pn ` Aa podle lemmatu o neutrální formuli dostáváme



28 KAPITOLA 2. VÝROKOVÁ LOGIKAP1; P2; : : : ; Pn�1; ` AOpakujeme-li tento postup je¹tì (n-1)-krát, doká¾eme ¾e formule A je vìtavýrokové logiky. Tím je vìta o úplnosti dokázána.2.25 Bezespornost výrokové logiky Dùsledkem vìty o ùplnosti je fakt,¾e formální systém výrokové logiky je bezesporný. Nejdøíve zavedeme samotnýpojem bezespornosti.Øíkáme, ¾e formální systém je sporný, je-li ka¾dá jeho formule dokazatelná.V opaèném pøípadì øíkáme, ¾e formální systém je bezesporný.Pojem bezespornosti lze zobecnit i na mno¾iny formulí. Je-li T mno¾inaformulí nìjakého formálního systému, øíkáme, ¾e T je sporná, je-li ka¾dá formule(daného formálního systému) dokazatelná z mno¾iny T . Jinak øíkáme, ¾e T jebezesporná.Je zøejmé, ¾e formální systém je sporný, právì kdy¾ je sporná prázdná mno-¾ina formulí. Bezesporné formální systémy a bezesporné mno¾iny formulí se takénazývají konzistentní, sporné se nazývají inkonzistentní.Vìta o úplnosti 2.24 ztoto¾nila vìty výrokové logiky a tautologie. Snadno sepøesvìdèíme, ¾e pro libovolnou formuli A formule :(A! A) ; (:A&A) nejsoutautologie. Podle vìty o úplnosti ¾ádná z nich není dokazatelná. To znamená, ¾eformální systém výrokové logiky je bezesporný.Sémantickým ekvivalentem bezesporné mno¾iny je pojem splnitelné mno¾inyformulí.2.26 Dùsledek Mno¾ina formulí výrokové logiky je bezesporná, právì kdy¾je splnitelná.Demonstrace. a) Je-li T splnitelná mno¾ina formulí a je-li ohodnocení vjejím modelem, potom z korektnosti pravidla modus ponens 2.9 plyne, ¾e ka¾dáformule dokazatelná z T je pravdivá pøi ohodnocení v . Proto T nemù¾e býtsporná.b) Pokud mno¾ina T není splnitelná, podle vìty o kompaktnosti existujekoneèná podmno¾ina fA1; A2; : : : ; Ang � T , která je také nesplnitelná.To znamená, ¾e formule(:A1 _ (:A2 _ : : : _ (:An�1 _ :An) : : :)) (6)je tautologie a je dokazatelná ve výrokové logice.Na druhé stranì je ka¾dá formule Ai dokazatelná z T a takéT ` (A1&(A2& : : :&(An�1&An) : : :)) (7)Oznaèíme-li symbolem B formuli (7), potom podle de Morganových pravidelje formule (6) ekvivalentní s formulí :B . Nyní u¾ není tì¾ké ukázat, ¾e T jesporná mno¾ina. Je-li C libovolná formule, potom podle (v2) platí



2.4. VÌTY O ÚPLNOSTI 29` :B ! (B ! C) (8)a dvojím u¾itím pravidla modus ponens z ` :B , T ` B a (8) odvodímeT ` C .Doká¾eme je¹tì silnou formu vìty o úplnosti.2.27 Vìta o úplnosti výrokové logiky Nech» T je mno¾ina formulí a Aje formule. Potom platíT ` A právì kdy¾ T j= ADemonstrace. a) Stejným zpùsobem jako v dùkazu vìty 2.24 z de�nice dùkazuz pøedpokladù, z faktu, ¾e axiomy výrokové logiky jsou tautologie a z korektnostiodvozovacího pravidla modus ponens (2.9) dostáváme, ¾e je-li T ` A , potomA je tautologickým dùsledkem T .b) Pøedpokládejme, ¾e T j= A . Podle dùsledku 2.11 vìty o kompaktnostiexistuje koneèná podmno¾ina T0 = fA1; A2; : : : ; Ang mno¾iny T taková, ¾eA je tautologickým dùsledkem T0 . Indukcí podle n se doká¾e následující faktA1; A2; : : : ; An j= A právì kdy¾ j= A1 ! (A2 ! : : :! (An ! A) : : :)tedy podle vìty 2.24 také` A1 ! (A2 ! : : :! (An ! A) : : :)odkud plyneA1; A2; : : : ; An ` A podle vìty o dedukci.Nakonec také T ` A , proto¾e T0 = fA1; A2; : : : ; Ang je podmno¾inou T .2.28 Vìta o úplnosti v obou formách ukazuje, ¾e pøirozený pojem logickypravdivé formule, pojem tautologie a tautologického dùsledku se podaøilo plnìcharakterizovat ve formálním systému výrokové logiky pojmem dokazatelnosti,tedy volbou axiomù a odvozovacího pravidla. Odtud je odvozen i název tìchtovìt.Ji¾ vìta 2.24 dovoluje rozpoznat dokazatelnou formuli, ani¾ bychom byli nu-ceni konstruovat její dùkaz. Je pouze tøeba se pøesvìdèit, ¾e daná formule je tau-tologií, to znamená vy¹etøit pravdivostní hodnoty pøi v¹ech ohodnoceních jejíchprvotních podformulí. Má-li daná formule n prvotních podformulí, je to celkem2n ohodnocení. Tato úloha je tedy exponenciálnì slo¾itá.Pokud bychom se spokojili s tímto øe¹ením, mohli bychom na tomto místìskonèit s vy¹etøováním operace ` dokazatelnosti a logického dùsledku a v¾dymísto ní jen zkoumat operaci j= tautologického dùsledku. Chceme-li v¹ak hlou-bìji proniknout do struktury dùkazù výrokové logiky, je tøeba se pojmem doka-zatelnosti je¹tì zabývat.



30 KAPITOLA 2. VÝROKOVÁ LOGIKADosud jsme se zabývali jen formulemi sestrojenými ze dvou základních lo-gických spojek negace : a implikace !. Budeme se nyní zabývat v¹emi for-mulemi, tedy i takovými, které jsou sestrojeny za pomoci odvozených logickýchspojek konjunkce & , disjunkce _ a ekvivalence $ . Uká¾eme nìkolik základníchfaktù.2.29 LemmaA&B ` A A&B ` B (v8)A ;B ` A&B (v9)Demonstrace. (v8)Výraz A&B je zkratkou za formuli :(A! :B). Podle (v2) platí` :A! (A! :B)odkud ` :(A! :B)! A (v3), (v5), MPZ vìty o dedukci dostávámeA&B ` APodobnì z axiomu (A1) dostáváme` :B ! (A! :B)odkud ` :(A! :B)! B (v3), (v5), MPtedy A&B ` B(v9) Z (v4) dostávámeA; B ` ::Bdále z (v6) pomocí vìty o dedukci plyneA; ::B ` :(A! :B)tak¾e celkemA; B ` A&B2.30 Dùsledek Uvìdomíme-li si, ¾e výraz A $ B je zkratkou za formuli(A! B)& (B ! A) , dostáváme



2.4. VÌTY O ÚPLNOSTI 31(i) A$ B ` A! B(ii) A$ B ` B ! A(iii) A! B ;B ! A ` A$ B(iv) Je-li ` A$ B, potom pro libovolnou mno¾inu formulí T platíT ` A právì kdy¾ T ` B .2.31 Dùsledek(i) ` A$ (A&A) (idempotence)(ii) ` (A&B)$ (B&A) (komutativnost)(iii) ` ((A&B)&C)$ (A&(B&C)) (asociativnost)(iv) ` (A1 ! (A2 ! : : : (An ! B) : : :))$ ((A1 &A2 & : : : An)! B)K formulaci pravé strany ekvivalence (iv) poznamenejme, ¾e na uzávorkováníkonjunkce ji¾ nezále¾í, proto¾e podle (iii) je konjunkce asociativní.2.32 Vìta o ekvivalenci Nech» formule A0 vznikne z formule A nahra-zením nìkterých výskytù podformulí A1; A2; : : : ; An formulemi A01; A02; : : : ; A0n .Je-li ` A1 $ A01; : : : ; ` An $ A0n (9)potom ` A$ A0.Demonstrace. Indukcí podle slo¾itosti formule A.a) A je prvotní formule nebo nìkterá z formulí A1; A2; : : : ; An . Potom buïA0 je A , to v pøípadì ¾e k nahrazení nedojde, nebo A0 je nìkterá formule A0iv pøípadì, ¾e A je formule Ai . Tvrzení vìty plyne z pøedpokladù (9) a (v1).b) A je tvaru :B a pro formuli B ji¾ bylo tvrzení vìty dokázáno. Tedy` B $ B0 , odkud ` B ! B0 a pomocí (v5) dostáváme ` A0 ! A . Podobnì sedoká¾e ` A! A0 .c) A je tvaru B ! C a pro formule B; C ji¾ bylo tvrzení vìty dokázáno.Tedy



32 KAPITOLA 2. VÝROKOVÁ LOGIKA` B $ B0 ` C $ C 0Z dùsledku 2.30 dostáváme` B0 ! B ` C ! C 0 (10)Následující tvrzení je zobecnìním vìty o skládání implikací z pøíkladu 2.20.` (B0 ! B)! ((B ! C)! ((C ! C 0)! (B0 ! C 0))) (11)Podle tého¾ pøíkladu 2.20 mù¾eme zamìnit druhý a tøetí pøedpoklad implikace(11) a dvojím u¾itím pravidla modus ponens z (10) dostáváme` (B ! C)! (B0 ! C 0)a to je ` A! A0Symetricky doká¾eme i obrácenou implikaci a tím i tvrzení vìty.2.33 Lemma (de Morganova pravidla)(i) ` :(A&B) $ (:A _ :B)(ii) ` :(A _ B) $ (:A&:B)Demonstrace. Z (v3), (v4) a dùsledku 2.30 (iii) plyne ` A $ ::A . U¾itímvìty o ekvivalenci doká¾eme (i), (ii) se dokazuje obdobnì.` :(A&B)$ ::(A! :B)` $ (::A! :B)` $ (:A _ :B)2.34 Dùsledek(i) ` A! (A _ B) ` B ! (A _ B)(ii) ` A$ (A _ A) (idempotence)(iii) ` (A _ B)$ (B _ A) (komutativnost)(iv) ` ((A _ B) _ C)$ (A _ (B _ C)) (asociativnost)



2.4. VÌTY O ÚPLNOSTI 33Demonstrace. (i) Podle de�nice disjunkce je ` (A _ B)$ (:A! B) , protoformule A ! (A _ B) je obdobou (v2) a B ! (A _ B) je pøípad axiomu(A1).(ii) - (iv) Podle de Morganových pravidel pro libovolné formule C; D je` :(C _ D)$ (:C &:D) . Tak lze dùkaz (ii) - (iv) pøevést na dùsledek 2.31.Následující vìta je zobecnìním lemmatu 2.23 o neutrální formuli.2.35 Vìta o dùkazu rozborem pøípadù Nech» T je mno¾ina formulí anech» A; B; C jsou formule. Potom platíT; A _ B ` C právì kdy¾ T; A ` C a T; B ` C .Demonstrace. a) Je-li T; (A _ B) ` C potom z dùsledku 2.34 (ii) a z vìtyo dedukci takéT; A ` (A _ B) a T; B ` (A _ B)odkud plyne tvrzení vìty.b) Je-li naopak T; A ` C a T; B ` C , Podle vìty o dedukci a (v5)dostáváme T; :C ` :A; :Bodkud z (v9) plyneT; :C ` :A&:BU¾itím de Morganova pravidla a vìty o dedukci dostávámeT; ` :C ! :(A _ B)Odtud tvrzení plyne z axiomu (A3), pravidla modus ponens a vìty o dedukci.2.36 Dùsledek (distributivnost konjunkce a disjunkce)(i) ` (A _ (B&C))$ ((A _ B)& (A _ C))(ii) ` (A&(B _ C))$ ((A&B) _ (A&C))Demonstrace. (i) a) Nejprve doká¾eme implikaci zleva doprava. Podle dù-sledku 2.34 (i) platíA ` (A _ B) A ` (A _ C)tedy podle (v9)A ` (A _ B) & (A _ C)Podobnì z (v8)



34 KAPITOLA 2. VÝROKOVÁ LOGIKAB&C ` B B&C ` Codkud z dùsledku 2.34 (i) pou¾itím pravidla modus ponens dostávámeB&C ` A _ B B&C ` A _ Cnakonec B&C ` (A _ B) & (A _ C)a tvrzení plyne z vìty 2.35 o dùkazu rozborem pøípadù.b) Implikaci zprava doleva doká¾eme takto. Podle (v8) platí(A _ B) & (A _ C) ` (A _ B); (A _ C)Podle de�nice disjunkce je formule A _ B zkratka za implikaci :A ! B .Odtud plyne:A; A _ B ` B :A; A _ C ` CPomocí (v9) a vìty o dedukci pak dostáváme(A _ B) & (A _ C) ` :A! (B & C)tedy ` ((A _ B) & (A _ C))! (A _ (B & C))2.5 Standardní tvary výrokových formulíNa závìr kapitoly o výrokové logice uká¾eme, ¾e ka¾dou výrokovou formuli lzeekvivalentnì vyjádøit ve dvou standardních tvarech. Pøi de�nici syntaktickýchtvarù standardních forem máme mo¾nost volit spojky, které pou¾ijeme a potomje¹tì poøadí, v jakém budou pou¾ity. V pøedchozím výkladu jsme ukázali, ¾e kon-junkce a disjunkce mají øadu pìkných vlastností, jsou komutativní, asociativnía distributivní. Základní spojky negace a implikace podobné vlastnosti nemají,nicménì bez negace se pøi vyjádøení výrokových formulí nemù¾eme obejít. Stan-dardní formy budeme vytváøet pomocí negace, disjunkce a konjunkce, pøitom ne-gaci pou¾ijeme jako první jen u prvotních formulí. Jedna standardní forma budepou¾ívat disjunkci pøed konjunkcí a druhá naopak. Tak vzniknou konjunktivní adisjunktivní standardní tvary formulí.2.37 Syntax standardních tvarù výrokových formulí Nech» LP jejazyk výrokové logiky nad mno¾inou prvotních formulí P .(i) Indukcí de�nujeme následující typy formulí� prvotní formule



2.5. STANDARDNÍ TVARY VÝROKOVÝCH FORMULÍ 35� literály jsou prvotní formule a negace prvotních formulí� klauzule jsou disjunkce literálù(ii) Øíkáme, ¾e formule je v konjunktivním tvaru, je li to konjunkce klauzulí.(iii) Øíkáme, ¾e formule je v disjunktivním tvaru, je-li to disjunkce konjunkcíliterálù.Tedy formule v konjunktivním tvaru se vytváøejí tak, ¾e nejprve pou¾ijeme negacijen u prvotních formulí, potom disjunkcí z literálù tvoøíme klauzule a nakoneckonjunkcí z klauzulí vytvoøíme konjunktivní tvar. Disjunktivní tvar formule setvoøí obdobnì, jen s opaèným poøadím pou¾ití konjunkce a disjunkce. Z literálùtvoøíme nejprve konjunkce a z nich nakonec disjunkce.Konjunktivní tvar formulí nachází uplatnìní napøíklad ve strojovém dokazo-vání vìt, zatímco disjunktivní tvar formulí má blí¾e k databázovým aplikacím.2.38 Pøíklad Nech» p1; p2; : : : jsou prvotní formule.a) (p1 _ :p3 _ p6) & p1 & (p2 _ p7) je formule v konjunktivním tvaru.b) (p2 &:p3&:p10 & p16) _ (:p1 &:p3) _ (p2 &:p7) _ (:p5 &:p9)je formule v disjunktivním tvaru.2.39 Vìta Ke ka¾dé formuli A výrokové logiky lze sestrojit formuli Ak vkonjunktivním tvaru a formuli Ad v disjunktivním tvaru tak, ¾e` A$ Ak a ` A$ AdDemonstrace. Indukcí podle slo¾itosti formule A sestrojujeme její ekviva-lentní konjunktivní a disjunktivní tvar.a) Je-li A prvotní formule, potom A je v konjunktivním i disjunktivnímtvaru a není co dokazovat.b) Pøedpokládejme, ¾e A je formule :B a ¾e konjunktivní tvar Bk adisjunktivní tvar Bd formule B ji¾ byly sestrojeny. Z pøedpokladu` B $ Bdvyplývá ` :B $ :BdJe-li Bd tvaru B1 _ B2 _ : : : _ Bn , kde Bi je tvaruLi1 &Li2 & : : : &Limi pro i � n



36 KAPITOLA 2. VÝROKOVÁ LOGIKApotom podle de Morganových pravidel` :B $ (:B1&:B2& : : : &:Bn)a pro ka¾dé i � n je:Bi $ (:Li1 _ :Li2 _ : : : _ :Limi)Oznaèíme-li Ai formuli, která vznikne z (:Li1 _ :Li2 _ : : : _ :Limi) tím, ¾evynecháme dvojité negace u prvotních formulí v negovaných literálech, potomAi je konjunkce literálù a` A$ (A1&A2& : : : An)kde na pravé stranì ekvivalence je konjunktivní tvar Ak formule A .Stejným zpùsobem se pomocí de Morganových pravidel z formule :Bk se-strojí disjunktivní tvar Ad formule A .Ukázali jsme, ¾e k negaci formule v konjunktivním tvaru lze sestrojit ekviva-lentní formuli v disjunktivním tvaru a k negaci formule v disjunktivním tvaru lzesestrojit ekvivalentní formuli v konjunktivním tvaru.c) Pøedpokládejme, ¾e formule A je tvaru B ! C a ¾e formule Bd; Cd; Bk;Ck jsou ji¾ sestrojeny. Podle de�nice disjunkce` (B ! C)$ (:B _ C) (12)K sestrojení disjunktního tvaru formule A staèí sestrojit disjunktivní tvarD formule :Bk a formule D _ Cd je disjunktivním tvarem formule A .Konjunktivní tvar formule A sestrojíme pomocí distributivity konjunkce adisjunkce. Vyjdeme opìt z ekvivalence (12), ale místo formule :Bk v disjunkciuva¾ujeme formuli :Bd . K této formuli sestrojíme ekvivalentní formuli v kon-junktivním tvaru D1&D2& : : : &Dn , kde formule Di; i � n jsou klauzule,tedy disjunkce literálù. Dostáváme` A$ ((D1&D2& : : : &Dn) _ Ck)odkud z distributivity plyne` A$ ((D1 _ Ck)& (D2 _ Ck)& : : : &(Dn _ Ck)) (13)Dále formule Ck je v konjunktivním tvaru je tedy konjunkcí klauzulíD01&D02& : : : &D0m . Z distributivity pak pro ka¾dé i; i � n platí(Di _ Ck)$ ((Di _ D01)& (Di _ D02) : : : (Di _ D0m))kde na pravé stranì je ji¾ formule v konjunktivním tvaru. Proto i pravou stranuekvivalence (13) lze pøevést do konjunktivního tvaru. Tím je vìta dokázána.2.40 Dùkazy a demonstrace V této kapitole jsme poprvé pracovali s nì-jakým formálním systémem a proto jsme dùslednì rozli¹ovali mezi formálním



2.5. STANDARDNÍ TVARY VÝROKOVÝCH FORMULÍ 37dùkazem ve smyslu uvedené de�nice a demonstrací, která na nìkterých místechpøechází od dokazatelnosti jedné formule k dokazatelnosti jiné formule ani¾ bykonstruovala v¹echny kroky jejího dùkazu. Sestrojili jsme jen jeden formální dùkazjednoho z nejjednodu¹¹ích tvrzení výrokové logiky, formule (v1). Upozornili jsmena to, ¾e formální dùkazy dal¹ích tvrzení rostou do délky, proto¾e pou¾ití nìjakéji¾ dokázané vìty znamená pøipojit její dùkaz k dùkazu, který konstruujeme. Toje v principu mo¾né, ale tì¾ko proveditelné. V Russellovì a Whiteheadovì knizePrincipia Mathematica je dán odhad, ¾e formální dùkaz vìty 0 6= 1 v jejich for-málním systému aritmetiky má nejménì tøi tisíce krokù. Proto jsme u praktickyv¹ech dokazovaných vìt výrokové logiky uvádìli demonstrace opírající se o vìtuo dedukci.Máme za to, ¾e ètenáø ji¾ umí rozli¹it mezi formálním dùkazem ve smysluuvedené de�nice a neformální demonstrací, která zachycuje hlavní kroky dùkazu.V dal¹ím výkladu budeme slovo dùkaz, jak je v literatuøe obvyklé, pou¾ívat i koznaèení demonstrací.



38 KAPITOLA 2. VÝROKOVÁ LOGIKA2.6 Cvièení ADoka¾teImplikacea) (A! (B ! C))! (B ! (A! C)) (zamìnitelnostantecedentù implikace)b) (A! B)! [(B ! C)! (A! C)] (skládání implikací)c) (A! B)! (:B ! :A)d) (:A! B)! (:B ! A)e) (A! :B)! (B ! :A)Konjunkcea) (A & B)! Ab) (A & B)! Bc) (A! (B ! (A & B)))d) (A & B)! (B & A) (komutativnost)e) ((A & B) & C)! (A & (B & C)) (distributivnost)(A & (B & C))! ((A & B) & C) (distributivnost)f) (A & A)! A (idempotence)A! (A & A) (idempotence)g) (A! B)! [(C ! D)! ((A & C)! (B & D))]Ekvivalencea) (A$ B)! (A! B)b) (A$ B)! (B ! A)c) (A! B)! [(B ! A)! (A$ B)]d) (A$ B)$ (B $ A)e) (A$ B)$ (:A$ :B)



2.6. CVIÈENÍ A 39f) (:A! :B)$ (B ! A)g) (A! :B)$ (B ! :A)h) (:A! B)$ (:B ! A)Disjunkcea) A! (A _ B)b) B ! (A _ B)c) (A! C)! [(B ! C)! ((A _ B)! C)](A! C)! [(B ! D)! ((A _ B)! (C _D)]d) (A _ A)$ A (idempotence)e) (A _ B)$ (B _ A) (komutativnost)f) ((A _B) _ C)$ (A _ (B _ C)) (asociativnost)Vìta o dùkazu rozborem pøípadùNech» T je mno¾ina formulí, nech» A;B;C jsou formule, potom platíT; (A _B) ` C, právì kdy¾ T;A ` C a T;B ` C(k dùkazu pou¾ijte lemmatu o neutrálni formuli)Distributivitaa) (A & (B _ C))$ [(A & B) _ (A & C)]b) (A & (B1 _B2 _ : : : _Bn))$ [(A & B1) _ (A & B2) _ : : : _ (A & Bn)]c) (A _ (B & C))$ [(A _ B) & (A _ C)]d) (A _ (B1 & B2 & : : : & Bn))$ [(A _B1) & (A _ B2) & : : :& (A _Bn)]



40 KAPITOLA 2. VÝROKOVÁ LOGIKANormální tvary výrokových formulíNech» A;B;C;D;E; ::: jsou prvotní formule. Sestrojte konjunktivní tvary násle-dujících formulía) ((A _B)! (A & B))b) (((A! B)! B)! A)c) (:(A _ :A)! (A _ :A))d) (A! :(A! :A))e) ((A & B)$ (B & A))f) ((A! B) _ (B ! A))(C ! (D ! E))! [(C ! E)! (D! E)](C ! :D)$ (D ! :C)(:E ! F )$ (:F ! E)g) Sestrojte disjunktivní tvary formulí a) - f).h) Rozhodnìte, které z formulí a) - f) jsou dokazatelné ve výrokové logice.Doka¾te je.2.7 Cvièení B1. (Indukce podle slo¾itosti formule)Nech» � je mno¾ina v¹ech formulí výrokové logiky taková, ¾e(i) � obsahuje mno¾inu v¹ech prvotních formulí.(ii) Jsou-li A, B formule výrokové logiky, A, B 2 �, potom i :A, (A2B) 2�, kde 2 je symbol &, _, ! nebo $.Potom ka¾dá výroková formule je prvkem �.2. Nech» L je nìjaký jazyk, libovolnou koneènou posloupnost �0, �1 : : : �nsymbolù jazyka L nazveme výrazem (slovem) jazyka L, a = �0 : : : �n,b = �n+1 : : : �n+m, potom výraz �0 : : : �n �n+1 : : : �n+m, který vznikne pøipo-jením slova b za slovo a oznaèíme ab a nazveme ho zøetìzením (konkatenace)slov a, b. Oznaèíme-li symbolem o prázdnou posloupnost symbolù, potompro libovolná slova a, b, c platíao = oa = a; (ab)c = a(bc):



2.7. CVIÈENÍ B 41Zøetìzení je tedy asociativní operace na mno¾inì v¹ech slov. Tato operaceje komutativní, právì kdy¾ jazyk L obsahuje nejvý¹ jeden symbol.3. (Polský zápis formulí)Nech» L0 je jazyk výrokové logiky s mno¾inou P prvotních formulí, alebez pomocných symbolù (závorek). Následující syntaktická pravidla de�nujíbezzávorkový (polský) zápis formulí výrokové logiky. Pøitom slovo, kterésestává z jediného symbolu � ztoto¾òujeme s tímto symbolem.(i) Ka¾dá prvotní formule je formule.(ii) Jsou-li výrazy a, b formule, potom výrazy : a, _ ab, & ab, ! ab, $ abjsou také formule.(iii) Ka¾dá formule vznikne koneèným pou¾itím pravidel (i) a (ii).Platí:(a) Je-li a formule (podle pøedchozí de�nice), potom buï a je prvotníformule, nebo a je tvaru :b nebo 2 ab, kde b, c jsou formule a 2 jenìkterý ze symbolù pro logické spojky &, _, !, $.(b) Je-li a formule tvaru a0a1 : : : an, kde ai, i � n jsou formule neboslova sestávající z jediného symbolu pro logickou spojku, potom výraza0 : : : ai pro ¾ádné i < n není formule.(c) Je-li a formule tvaru :b nebo 2 bc (viz bod(a)), potom symbol 2 aformule b, c jsou jednoznaènì urèeny.[Návod:(a) se doká¾e indukcí podle slo¾itosti formule,(b) indukcí podle poètu zøetìzených slov, (c) je dùsledkem (b).]Tento druh zápisu formulí se také nazývá pre�xní, podle toho, ¾e symbolpro logickou spojku pøedchází obì formule, které spojuje. Jeho výhodou jejednoznaèné èlenìní formulí bez pou¾ití závorek. Obvyklej¹í zápis formulízavedený v textu se nazývá in�xní.4. Formulujte obdobu (a) { (c) z pøedchozího cvièení pro in�xní zápis formulí.5. Odvozovací pravidlo: z formulí :A _ B, A _ C odvoïte formuli B _ Cse nazývá pravidlo øezu. V rùzných variantách je typické pro Gentzenovysytémy výrokové logiky. Pravidlo øezu se pou¾ívá pøi takzvaném strojovémdokazování vìt rezoluèní metodou na samoèinných poèítaèích.Doka¾te, ¾e pravidlo øezu mù¾e nahradit pravidlo modus ponens a naopak.[Návod:



42 KAPITOLA 2. VÝROKOVÁ LOGIKA(a) ve výrokové logice pro libovolné formule A, B, C doka¾te (:A _ B),(A _ C) ` (B _ C).(b) ve formálním systému, který vznikne z výrokové logiky vypu¹tìnímodvozovacího pravidla modus ponens a pøidáním pravidla øezu, prolibovolné formule A, B doka¾te A, A! B ` B. Po¾ijte 6(a).]6. Uka¾te, ¾e schema (A3) mù¾e být nahrazeno následujícím schematem(A4) (:B ! :A)! ((:B ! A)! B)pro libovolné formule A, B. To znamená, ¾e ka¾dá formule (A4) je vìtouvýrokové logiky a ka¾dá formule (A3) je vìtou formálního systému, kterývznikne z výrokové logiky nahrazením schematu (A3) schematem (A4).7. Koneènou posloupnost nul a jednièek budeme nazývat Booleovská posloup-nost. Øíkáme, ¾e funkce f je Booleovská funkce n promìnných, jestli¾e fpøiøazuje ka¾dé Booleovské posloupnosti délky n hodnotu 0 nebo 1.Ka¾dé formuli A výrokové logiky, která obsahuje n prvotnívh formulí, lzejednoznaènì pøiøadit Booleovskou funkci fA: Jsou-li P1; : : : ; Pn v¹echny pr-votní formule, které se vyskytují v A a je-li p1; : : : ; pn libovolná Booleovskáposloupnost délky n, polo¾ímefA(p1; : : : ; pn) = v(A);kde v je nìjaká valuace prvotních formulí taková, ¾e v(Pi) = pi platí proi � n. (Na ohodnocení ostatních prvotních formulí nezále¾í).Pøirozeným zpùsobem lze pøiøadit Booleovské funkce i logickým spojkám.Negaci odpovídá unární funkce f: de�novaná pøedpisemf:(0) = 1; f:(1) = 0:Ostatním spojkám odpovídají binární funkce de�nované takto:p1 p2 f&(p1; p2) f_(p1; p2) f!(p1; p2) f$(p1; p2)0 0 0 0 1 10 1 0 1 1 01 0 0 1 0 01 1 1 1 1 1Je zøejmé, ¾e pro libovolnou formuli A lze Booleovskou funkci fA de�novatpomocí funkcí pøiøazených logickým spojkám, dokonce jen pomocí funkcíf: a f!.Øíkáme, ¾e mno¾ina F Booleovských funkcí tvoøí úplný systém, jestli¾e ka¾-dou Booleovskou funkci lze de�novat pomocí Booleovských funkcí mno¾inyF .



2.7. CVIÈENÍ B 43(a) Doka¾te, ¾e dvouprvková mno¾ina ff:; f!g sestávající z funkcí f:, f!tvoøí úplný systém.(b) Doka¾te, ¾e mno¾iny ff:; f&g, ff:; f_g tvoøí úplný systém.(c) Doka¾te, ¾e mno¾iny ff&; f_g, ff:; f$g úplný systém netvoøí.[Návod:(a) pomocí vìty o disjunktním tvaru výrokové formule uka¾te, ¾e ka¾dáBooleovská funkce je tvaru fA pro jistou formuli.(b) uka¾te, ¾e implikaci lze vyjádøit pomocí negace a konjunkce (disjunkce).(c) uka¾te, ¾e negaci nelze vyjádøit pomocí konjunkce a disjunkce a ¾eimplikaci nelze vyjádøit pomocí negace a ekvivalence.]8. Pøipomeòme, ¾e formule A je v konjunktivním (disjunktivním) tvaru, je-likonjunkcí (disjunkcí) koneèného poètu formulí A1; : : : ; An, z nich¾ ka¾dá jedisjunkcí (konjunkcí) prvotních formulí a negací prvotních formulí. Formu-lím A1; : : : ; An øíkáme slo¾ky formule A.(a) Uka¾te, ¾e formule A v konjunktivním tvaru je tautologie, právì kdy¾ka¾dá její slo¾ka obsahuje dva opaèné literály (to znamená jistou pr-votní formuli a její negaci).(b) Uka¾te, ¾e formule A v disjunktivním tvaru je splnitelná, tedy prav-divá pøi alespoò jednom ohodnocení, právì kdy¾ alespoò jedna slo¾kaformule A neobsahuje dva opaèné literály.9. Je-li T mno¾ina formulí, uka¾te, ¾e následující tvrzení jsou ekvivalentní.(a) T je sporná,(b) pro nìjakou formuli A; T ` A a T ` :A,(c) pro nìjakou formuli A; T ` (A&:A).



44 KAPITOLA 2. VÝROKOVÁ LOGIKA



Kapitola 3Predikátová logikaV této kapitole se budeme zabývat predikátovou logikou prvního øádu. Budemede�novat jazyk prvního øádu a jeho sémantiku, zavedeme formální systém pre-dikátové logiky bez rovnosti, doká¾eme základní vìty predikátové logiky, Vìtuo dedukci a Vìtu o uzávìru. Uká¾eme, ¾e ka¾dou formuli predikátové logiky lzepøevést do ekvivalentního standardního tvaru { prenexního normálního tvaru for-mule. Nakonec zavedeme axiomy rovnosti a doká¾eme základní vìty predikátovélogiky s rovností.3.1 Jazyk a jeho sémantikaVe výrokové logice jsme detailnì zkoumali vlastnosti logických spojek, nyní bu-deme pracovat s jazykem logiky 1. øádu, který kromì spojek obsahuje je¹tì pro-mìnné, funkèní symboly a predikátové symboly.3.1 Jazyk prvního øádu obsahuje(i) neomezenì mnoho symbolù pro promìnné x; y; z; x1; x2; : : :(ii) symboly pro logické spojky :; &; _; !; $(iii) symboly pro kvanti�kátory 8 (obecný), 9 (existenèní)(iv) symboly pro predikáty p; g; p1; : : :S ka¾dým symbolem je dáno pøirozené èíslo n � 1 , které udává poèet argumentù(èetnost) predikátu. Pokud je dán i binární predikátový symbol = , mluvíme ojazyku s rovností.(v) symboly pro funkce f; g; : : :U ka¾dého symbolu je dáno pøirozené èíslo n � 0 , které udává èetnost funkèníhosymbolu. Funkèní symboly èetnosti nula chápeme jako konstanty.Má-li funkèní nebo predikátový symbol èetnost n , øíkáme, ¾e je to symboln -ární. Pro èetnost jedna, dvì, tøi jsou v¾itá oznaèení unární, binární a ternární.45



46 KAPITOLA 3. PREDIKÁTOVÁ LOGIKA(vi) pomocné symboly (závorky) (; ); [; ]; : : :Symboly pro promìnné, spojky a kvanti�kátory nazýváme logické, pokud jdeo jazyk s rovností, symbol predikátu rovnosti rovnì¾ poèítáme k logickým symbo-lùm. Symboly pro ostatní predikáty a symboly pro funkce urèují speci�ku jazyka(a odrá¾ejí oblast, kterou jazyk mù¾e popisovat). Proto je nazýváme speciální.Jazyk 1. øádu je dán výètem speciálních symbolù.3.2 Pøíklad a) Jazyk teorie uspoøádání je jazyk s rovností a obsahuje jedinýspeciální symbol < , je to binární predikátový symbol.b) Jazyk teorie grup je jazyk 1. øádu s rovností, který obsahuje dva speciálnísymboly e , konstantu pro jednotkový prvek, a binární funkèní symbol ` � ' progrupovou operaci.c) Jazyk teorie okruhù je jazyk s rovností, který obsahuje dva binární funkènísymboly + (pro sèítání) a � (pro násobení) a dvì konstanty 0; 1 pro nulu ajednotkový prvek.d) Jazyk teorie mno¾in je jazyk s rovností a má jediný speciální symbol 2 ,binární predikátový symbol pro nále¾ení.e) Jazyk elementární aritmetiky (s rovností) obsahuje funkèní symboly 0 (kon-stantu pro nulu), S (unární symbol pro následující pøirozené èíslo), + a � (bi-nární symboly pro sèítání a násobení.Výrazy jazyka 1. øádu, které mají matematický význam, lze rozdìlit do dvouhlavních skupin: termy a formule. Termy popisují individua (objekty), které lzesestrojit pomocí operací. Formule jsou tvrzení.3.3 Termy Induktivnì popí¹eme konstrukci termù.(i) Ka¾dá promìnná je term.(ii) Jsou-li výrazy t1; : : : ; tn termy a je-li f n -ární funkèní symbol, potomvýraz f(t1; : : : ; tn) je term.(iii) Ka¾dý term vznikne koneèným pou¾itím pravidel (i) a (ii).3.4 Pøíklad V jazyce elementární aritmetiky jsou následující výrazy termy:0; S(x); S(S(0)); : : : . U v¾itých binárních symbolù + a � , pøípadnì jiných,pí¹eme (x+ y); (t1 + t2) namísto +(x; y); +(t1; t2) a (x � y) namísto �(x; y) .Proto také ((x+y) �0; ((S(0)+(x �y)) �S(0)) jsou termy. Je-li f n -ární funkènísymbol, také f((x � y); y1; y2; : : : ; yn�1) je term.3.5 Formule Konstrukci formule popí¹eme induktivnì.(i) Je-li p n -ární predikátový symbol a jsou-li výrazy t1; : : : ; tn termy, potomvýraz p(t1; : : : ; tn) je atomická formule.(ii) Jsou-li výrazy A; B formule, potom :A; (A&B); (A _ B);(A! B) a (A$ B) jsou formule.



3.1. JAZYK A JEHO SÉMANTIKA 47(iii) Je-li x promìnná, A formule, potom (8x)A; (9x)A jsou formule.(iv) Ka¾dá formule vznikne koneèným pou¾itím pravidel (i) { (iii).Podobnì jako v pøípadì binárních funkèních symbolù +; � atd. budeme psát(x = y); (x < y) namísto = (x; y); < (x; y) atd. V tomto pøípadì pí¹eme(x 6= y) namísto :(x = y) .3.6 Pøíklad a) S(0) = (0 � x) + S(0)b) (9x) (y = x � z)c) (8x) (x 6= 0! (9y) (x = S(y)))jsou formule jazyka aritmetiky. Formule a) je atomická, formule b), c) nejsouatomické.Formule c) vznikla z atomických formulí (x = 0); (x = S(y)) u¾itím pravidel(ii) :(x = 0)(iii) (9y) (x = S(y))(ii) :(x = 0)! (9y) (x = S(y))(iii) (8x) (:(x = 0)! (9y) (x = S(y)))Právì jsme se pøesvìdèili, ¾e formule c) vznikla pøedepsaným zpùsobem. For-mule, které jsme bìhem konstrukce sestrojili, se nazývají podformule formule c).3.7 Symboly, slova, zøetìzení Z pøedchozích de�nic je zøejmé, ¾e termy iformule jsou jisté koneèné posloupnosti symbolù daného jazyka sestavené podlepevných pravidel. Libovolnou koneènou posloupnost symbolù budeme nazývatkrátce slovo nebo výraz. Je-li nìjaký symbol s napsán na i -tém místì ve slovìS , øíkáme, ¾e s se vyskytuje ve slovì S na i -tém místì. V takovém pøípadì i -týsymbol ve slovì S nazýváme výskyt symbolu s v S . Napøíklad `(' se vyskytujeve formuli a) z pøíkladu 3.6 na druhém, ¹estém a tøináctém místì, symbol x sevyskytuje v té¾e formuli na devátém místì.Spojování slov, kterému se také øíká zøetìzení (konkatenace), je nejjednodu¹¹íoperace, kterou lze se slovy provádìt. Poslou¾í nám k pøesnìj¹ímu popisu dal¹íchsyntaktických pojmù, které budeme zavádìt.3.8 Slova a podslova Jsou-li A; B slova, potom výrazem AB oznaèímeslovo, které vznikne ze slov A; B tak, ¾e nejprve napí¹eme slovo A a za po-slední symbol slova A (bez mezery) pøipojíme slovo B . Øíkáme, ¾e slovo AB jezøetìzením slov A a B .Napøíklad slovo 112 vznikne zøetìzení slov 1 12 , slov 11 2 nebo taképrázdného slova a slova 112 . Slovo, které vznikne spojením slov A1; A2; : : : ; Anv uvedeném poøadí, budeme oznaèovat A1A2 : : : An .



48 KAPITOLA 3. PREDIKÁTOVÁ LOGIKAØíkáme, ¾e slovo C je podslovem slova A , jestli¾e slovo A má tvar BCDpro nìjaká slova B; D , z nich¾ jedno nebo obì mohou být prázdná.3.9 Pøíklad Nech» t je term f(x; g(x; y)) . Potom slova g(x; y) a g(x; y))jsou podslova t . První z nich ja samo také termem, druhé ne.Podobnì slovo (8x) je podslovem formule c) z pøíkladu 3.6, ale samo neníformulí.3.10 Podtermy, podformule, volné a vázané promìnné Nech» t je terma A je formule.(ia) Øíkáme, ¾e term s je podtermem termu t , je-li podslovem slova t .(ib) Øíkáme, ¾e formule B je podformulí formule A , je-li B podslovem slovaA .(ii) Øíkáme, ¾e daný výskyt promìnné x ve formuli A je vázaný, je-li souèástínìjaké podformule tvaru (9x)B nebo (8x)B formule A . Není-li daný výskytpromìnné x vázaný, øíkáme, ¾e je volný.(iii) Øíkáme, ¾e promìnná x je volná ve formuli A , má-li tam volný výskyt.Øíkáme, ¾e promìnná x je vázaná ve formuli A , má-li tam vázaný výskyt.(iv) Øíkáme, ¾e formule A je otevøená, pokud A neobsahuje ¾ádnou vázanoupromìnnou. Øíkáme, ¾e A je uzavøená, pokud A neobsahuje ¾ádnou volnoupromìnnou.Je zøejmé, ¾e otevøená formule vznikne ze svých atomárních podformulí jenpomocí logických spojek, neobsahuje tedy ¾ádné kvanti�kátory. Uzavøená formulenaopak vá¾e ka¾dou promìnnou nìkterým kvanti�kátorem.Uvìdomme si, ¾e tá¾ promìnná mù¾e být v dané formuli souèasnì volná ivázaná, napøíklad ve formuli (x = z) ! (9x) (x = z) má promìnná x volný ivázaný výskyt. Tato situace je umo¾nìna volností v de�nici formule, v matema-tické praxi se vìt¹inou takové formule nezavádìjí. Jak uvidíme pozdìji, vázanépromìnné lze zamìnit a tak se podobné situaci mù¾eme v¾dy vyhnout. Formule,ve kterých ka¾dá promìnná je buï volná (a není vázaná) nebo jenom vázaná (ane volná), se nìkdy nazývají formule s èistými promìnnými.3.2 Sémantika predikátové logikyNyní ji¾ máme k dispozici základní fakta a pojmy o syntaxi predikátové logiky,zavedli jsme pojem termu, formule a vazby, které mohou mít promìnné ve formuli.Mù¾eme zkoumat otázku struktur M, které realizují symboly jazyka L prediká-tové logiky a zejména to, které formule jsou pravdivé v dané realizaci. Chceme-lidát symbolùm jazyka L nìjakou matematickou interpretaci, je tøeba nejprve zaèítod promìnných. Oborem hodnot promìnných bude neprázdná mno¾ina M 6= ; ,



3.2. SÉMANTIKA PREDIKÁTOVÉ LOGIKY 49kterou nazveme univerzum M a její prvky budeme nazývat individua. Je-li vyme-zeno univerzum, potom je pøirozené se ptát, jak jsou realizovány operace, kteréjsou naznaèeny v jazyce L funkèními symboly. Napøíklad se mù¾eme ptát, kteréindividuum bude odpovídat souètu nebo jiné operaci z daných individuí univerza.Funkèní n -ární symbol f z jazyka L bude realizován zobrazením fM : Mn !Mtak, ¾e rovnost fM(i1; : : : ; in) = j pro i1; : : : ; in 2M znamená, ¾e individuum jbude výsledkem operace f provedené na individua i1; : : : ; in . Nakonec zbývajípredikátové symboly. Máme-li realizovat binární predikátový symbol < , který\porovnává" individua, pou¾ijeme binární relaci <M� M2 . Podobnì realizacen -árních predikátových symbolù p budou n -ární relace pM � Mn . Zvlá¹tnípostavení zde má symbol = , který poèítáme k symbolùm logickým a který bymìl být realizován tak, aby odpovídal na¹im pøedstavám o rovnosti. Proto jej ne-realizujeme jinak ne¾ jako identitu individuí. V de�nici pravdivosti se to odrá¾ízvlá¹tní klauzulí, která de�nuje splòování atomických formulí s rovností. Ostatnílogické symboly, jako spojky a kvanti�kátory nemá smysl realizovat. Popsanástruktura M, která obsahuje univerzum M a realizace funkcí a relací na tomtouniverzu, se nazývá relaèní struktura pro jazyk L nebo realizace jazyka L .3.11 Realizace jazyka Nech» L je jazyk 1. øádu. Relaèní strukturaM, kteráobsahuje� neprázdnou mno¾inu M ,� zobrazení fM : Mn !M pro libovolný n -ární funkèní symbol f z jazykaL ,� n -ární relaci pM � Mn pro ka¾dý n -ární predikátový symbol p , kromìsymbolu pro rovnost,se nazývá realizace jazyka L . Prvky univerza M nazýváme individua, zobrazenífM pøíslu¹né k symbolu f a relaci pM pøíslu¹nou k predikátovému symbolu pnazýváme realizace funkèního symbolu f a realizace predikátového symbolu p .3.12 Pøíklada) Struktura h!; ! � !i , kde ! je mno¾ina pøirozených èísel, je realizacíjazyka z pøíkladu 3.2 a. Není to ov¹em uspoøádání.b) Struktura hfeg; e; �ei , kde �e je binární zobrazení feg2 ! feg de�no-vané jediným mo¾ným zpùsobem, je realizací jazyka teorie grup z pøíkladu 3.2 b.Výsledkem je jednoprvková grupa.c) N = h!; ;; �; �; �i , kde ! je mno¾ina pøirozených èísel, ; realizujenulu, � je funkce, která èíslu n pøiøazuje následující pøirozené èíslo a �; � jsouobvyklé operace souètu a souèinu, je realizací jazyka elementární aritmetiky zpøíkladu 3.2 e. Pokud � nahradíme nìjakým èíslem, napøíklad jednotkou, vznikne



50 KAPITOLA 3. PREDIKÁTOVÁ LOGIKAstruktura, která je realizací jazyka teorie okruhù 3.2 c (to ov¹em neznamená, ¾eje okruhem).3.13 Realizace termù Chceme-li zkoumat pravdivost formulí v nìjaké rea-lizaci jazyka, musíme se nejprve vyrovnat s volnými promìnnými. Tìm je tøebav¾dy pøiøadit nìjaké individuum jako hodnotu. Tuto úlohu budou plnit zobrazení,které ka¾dé promìnné pøiøadí nìjaké individuum. Zobrazení e mno¾iny v¹ech pro-mìnných do univerza M struktury M budeme nazývat ohodnocení promìnných.Je-li e ohodnocení promìnných, x promìnná a m 2 M , potom ohodnocenípromìnných, které promìnné x pøiøazuje individuum m a na v¹ech ostatníchpromìnných splývá s ohodnocením e budeme oznaèovat e(x=m) . Zobrazení etedy pøiøazuje hodnotu v¹em promìnným, které jsou nejjednodu¹¹ími pøípadytermù. Indukcí podle slo¾itosti termu t lze ukázat, ¾e ohodnocení e pøiøazujetermu t jednoznaènì hodnotu t[e] , kterou budeme nazývat realizací termu t pøiohodnocení e . De�nujeme t[e] následujícím zpùsobem:� Je-li t promìnná x , potom t[e] je e(x) .� Je-li t tvaru f(t1; : : : ; tn) a hodnoty t1[e]; : : : ; tn[e] jsou ji¾ sestrojeny,potom t[e] je individuum fM(t1[e]; : : : ; tn[e]) .Z této de�nice je zøejmé, ¾e t[e] závisí na realizaci M; mìli bychom radìji psátt[e;M] . Symbol M budeme vynechávat, pokud bude zøejmé, ve které realizacijazyka pracujeme.3.14 Lemma Jsou-li v¹echny promìnné vyskytující se v termu t mezi pro-mìnnými x1; : : : ; xn a jsou-li e; e0 dvì ohodnocení taková, ¾e e(xi) = e0(xi) proi = 1; : : : ; n , potom t[e] = t[e0] .Realizace t[e] tedy závisí jen na koneènì mnoha hodnotách ohodnocení e .Dùkaz. Indukcí dle slo¾itosti termu t .3.15 Pravdivost a splòování formulí Nyní mù¾eme de�novat, kdy je nì-jaká formule pravdivá v nìjaké realizaci jazyka pøi daném ohodnocení, to znamenápøi pevnì daném významu volných promìnných. Je-li tento pojem zaveden, mù-¾eme ji¾ pøirozeným postupem de�novat splòování dané formule v relaèní struk-tuøe.De�nice (Tarski) Nech» M je realizace jazyka L , e ohodnocení promìn-ných, A formule.(i) Indukcí podle slo¾itosti formule A budeme de�novat pravdivost formule Av M pøi ohodnocení e . Oznaèujeme M j= A[e] .a1) Je-li A atomická formule tvaru p(t1; : : : ; tn) , kde p je n -ární prediká-tový symbol rùzný od = a t1; : : : ; tn jsou termy, potom M j= A[e] , jestli¾e(t1[e]; : : : ; tn[e]) 2 pM .



3.2. SÉMANTIKA PREDIKÁTOVÉ LOGIKY 51a2) Je-li A atomická formule tvaru t1 = t2 , potom M j= A[e] , jestli¾et1[e] = t2[e] , to jest, kdy¾ oba termy jsou realizovány tým¾ individuem.b) Je-li A tvaru :B , potom M j= A[e] , kdy¾ M 6j= B[e] .c) Je-li A tvaru (B ! C) , potom M j= A[e] , jestli¾e M 6j= B[e] neboM j= C[e] .d) Je-li A tvaru (8x)B , potom M j= A[e] , jestli¾e pro libovolné individuumm 2M , M j= B[e(x=m)] .d') Je-li A tvaru (9x)B , potom M j= A[e] , jestli¾e pro jisté individuumm 2M , M j= B[e(x=m)] .(ii) Øíkáme, ¾e A je splnìna v M , pí¹eme M j= A , je-li A pravdivá v M pøilibovolném ohodnocení e .Z de�nice pravdivosti a de�nice (9x)B pomocí :; 8 je zøejmé, ¾e d') lzeodvodit z b) a d).3.16 Podobnì jako v pøípadì termù lze ukázat nasledující tvrzení: Jsou-liv¹echny volné promìnné formule A mezi promìnnými x1; : : : ; xn a jsou-li ohod-nocení e; e0 shodná na tìchto promìnných, potomM j= A[e] právì kdy¾ M j= A[e0]:To lze snadno ovìøit indukcí dle slo¾itosti formule A . Z uvedeného faktuvyplývá, ¾e pøi zkoumání pravdivosti formule (a realizace termu) vystaèíme jens ohodnocením koneèného poètu promìnných, toti¾ tìch, které jsou ve formuli(termu) volné.Z de�nice pravdivosti d), d') vyplývá, ¾e pokud promìnná x má v A jenvázané výskyty, potom pravdivost A v M nezále¾í na ohodnocení této promìnné.Speciálnì, je-li A uzavøená formule, potom pravdivost formule A nezávisí naohodnocení, to znamená, ¾e M j= A právì kdy¾ M j= A[e] pøi alespoò jednomohodnocení. Je-li uzavøená formule A splnìna v M, øíkáme, ¾e A je pravdivá vM. Z de�nice d) je zøejmé, ¾e formule A je splnìna v M, právì kdy¾ je pravdiváformule (8x1) : : : (8xn)A , kde x1; : : : ; xn jsou v¹echny volné promìnné formuleA v nìjakém poøadí. Takové formuli øíkáme uzávìr formule A .3.17 Substituce termù za promìnné V matematické praxi je bì¾né dosa-zovat za promìnné termy, a tím získávat speciální pøípady (termù nebo) formulí.Z praktických dùvodù musíme nejprve de�novat substituci do termù.Jsou-li x1; : : : ; xn rùzné promìnné, t; t1; : : : ; tn termy, potom symbolemtx1;:::;xn[t1; : : : ; tn] oznaème výraz, který vznikne z termu t nahrazením ka¾déhovýskytu promìnné xi termem ti pro i � n .3.18 Pøíklad Je-li t tvaru (x+ y); t1; t2 a t3 jsou po øadì x+ x; z � y; w ,potom tx;y[t1; t2] je term ((x+x)+(z�y)); tx;w[t1; t3] je ((x+x)+y); tx;y;z[t1; t2; t3]



52 KAPITOLA 3. PREDIKÁTOVÁ LOGIKAje tx;y[t1; t2] . Indukcí dle slo¾itosti termu t se mù¾eme pøesvìdèit, ¾e t[t1; : : : ; tn]je opìt term.3.19 Nyní mù¾eme pøejít k formulím. Je-li A formule, t term, potom výraz,který vznikne z formule A nahrazením ka¾dého volného výskytu promìnné xtermem t oznaème Ax[t] . Indukcí podle slo¾itosti se snadno pøesvìdèíme, ¾eAx[t] je opìt formule. Je-li A atomická formule tvaru p(t1; : : : ; tn) nebo t1 = t2 ,potom t1[t]; : : : ; tn[t] jsou opìt termy a Ax[t] je opìt atomická formule. Je-li Atvaru :B; (B ! C) nebo (8z)B , potom z indukèního pøedpokladu Bx[t] aCx[t] jsou opìt formule, proto :Bx[t]; (Bx[t] ! Cx[t]) jsou formule. Pokud zje promìnná x , pak (8z)B neobsahuje x volnì a substitucí se nemìní, tedyzùstává formulí. Pokud z je promìnná rùzná od x , potom (8z)Bx[t] je formule.Zamysleme se nad smyslem substituce. Je-li A formule napøíklad tvarux + x = z � x , potom pro t = sin z je Ax[t] formule sin z + sin z = z � sin z ,která je speciálním pøípadem { instancí formule A . Na¹ím úmyslem je v¾dy, abyinstance Ax[t] \øíkala" o t \toté¾" co formule A \øíká" o x , za které bylo sub-stituováno. Budeme-li postupovat pøi substituování bez jakýchkoli omezení, ná¹zámìr pøitom mù¾e pøijít zkrátka.3.20 Pøíklad Uva¾ujme formuli A v jazyku elementární aritmetiky tvaru(9y) (x = y + y) a term t tvaru y + 1 , po substituci termu t za x do Adostáváme formuli A0 tvaru (9y) (y + 1 = y + y) .Jestli¾e formuli A jsme snadno interpretovali jako tvrzení \x je sudé", jsmena rozpacích, jak interpretovat A0 . Jen jedno je zøejmé, ¾e A0 nelze chápat jako\ y + 1 je sudé", proto¾e promìnná y je ve formuli A vázaná. V tom je takéhlavní závada uvedené substituce. Term, který byl substituován za volný výskytpromìnné x ve formuli A obsahuje promìnnou, která se po substituci termudo A stala vázanou. Proto pøi substituci termù do formulí se této situaci v¾dyvyhneme; výsledek na¹í úvahy shrnuje následující de�nice.3.21 Substituovatelnost termu do formule Øíkáme, ¾e term t je sub-stituovatelný za promìnnou x do formule A , jesli¾e pro ka¾dou promìnnou yobsa¾enou v t , ¾ádná podformule tvaru (8y)B; (9y)B formule A neobsahuje(z hlediska formule A ) volný výskyt promìnné x . V dal¹ím budeme oznaèeníAx[t] pou¾ívat jen tehdy, je-li term t substituovatelný za x do formule A .Substituci termù za promìnné budeme u¾ívat i pro více promìnných souèasnì;je-li term ti substituovatelný za promìnnou xi do formule A pro i = 1; 2; : : : ; n ,výrazem Ax1;:::;xn[t1; : : : ; tn] budeme oznaèovat formuli, která vznikne z formuleA nahrazením ka¾dého volného výskytu promìnné xi po øadì termem ti proi = 1; 2; : : : ; n . Výslednou formuli nazýváme instance formule A .Snadno rozpoznáme dva pøípady, kdy je substituovatelnost termu t do for-mule A za promìnnou x bez jakýchkoli problémù.



3.2. SÉMANTIKA PREDIKÁTOVÉ LOGIKY 53V pøípadì, ¾e formule A je otevøená, potom ka¾dý term je substituovatelný zaka¾dou promìnnou vyskytující se v A . Podobnì je tomu v obecnìj¹ím pøípadì,kdy ¾ádná promìnná obsa¾ená v termu t není vázaná v A . Oba jednoduchépøípady substituovatelnosti nevyèerpávají celou ¹kálu mo¾ností.3.22 Pøíklad Je-li z promìnná, potom term t tvaru z je substituovatelnýza x do formule x = 0! :(9z) (z 6= 0) .Následující jednoduchý fakt je u¾iteèný pøi zkoumání pravdivosti instancí for-mulí.3.23 Lemma Je-li M realizace jazyka L , A je formule, t; t1; : : : ; tn jsoutermy jazyka L a e je ohodnocení promìnných takové, ¾e ti[e] je individuummi pro i = 1; 2; : : : ; n , potom(i) tx1;:::;xn[t1; : : : ; tn][e] je individuum t[e(x1=m1; : : : ; xn=mn)] .(ii) M j= Ax1;:::;xn[t1; : : : ; tn][e] , právì kdy¾ M j= A[e(x1=m1; : : : ; xn=mn)] .Dùkaz. (i) Indukcí podle slo¾itosti termu t . Oznaè t0 term tx1;:::;xn[t1; : : : ; tn] .Je-li t tvaru x , potom t0 je t v pøípadì, ¾e x není v seznamu promìnnýchx1; : : : ; xn a tvrzení platí, nebo t0 je tvaru ti , pokud x je promìnná xi . V tomtopøípadì je t0[e] individuum mi , tedy t[e(x1=m1; : : : ; xn=mn)] .Je-li t tvaru f(s1; : : : ; sr) , potom z indukèního pøedpokladusi[t1; : : : ; tn][e] = si[e(x1=m1; : : : ; xn=mn)]platí pro i = 1; 2; : : : ; r a t0[e] je individuumfM(s1[e(x1=m1; : : : ; xn=mn)]; : : : ; sr[e(x1=m1; : : : ; xn=mn)]) ,tedy individuum t[e(x1=m1; : : : ; xn=mn)] .(ii) Indukcí dle slo¾itosti formule A . Oznaème A0 instanci Ax1;:::;xn[t1; : : : ; tn] .Je-li A atomická formule tvaru p(s1; : : : ; sr) , kde p není = , potomM j= A0[e] , právì kdy¾ (s1[t1; : : : ; tn][e]; : : : ; sr[t1; : : : ; tn][e]) 2 pM ,právì kdy¾ (s1[e(x1=m1; : : :)]; : : : ; sr[e(x1=m1; : : :)]) 2 pM ,právì kdy¾ M j= A[e(x1=m1; : : : ; xn=mn)] .Je-li A tvaru t1 = t2 , postupujeme stejnì.Je-li A tvaru :B nebo (B ! C) , postupujeme podobnì.Je-li A tvaru (8z)B , z je nìkterá z promìnných x1; : : : ; xn , napøíklad x1 ,potom A0 tvaru Ax1;:::;xn[t1; : : : ; tn] je formule (8x1)Bx2;:::;xn[t2; : : : ; tn] .M j= A0[e] , právì kdy¾ M j= Bx2;:::;xn[t2; : : : ; tn][e(x1=m)] pro libovolné m 2M ,právì kdy¾ M j= B[e(x1=m; : : : ; xn=mn)] pro libovolné m 2M ,právì kdy¾ M j= A[e(x2=m2; : : : ; xn=mn)] .



54 KAPITOLA 3. PREDIKÁTOVÁ LOGIKAPoslední ekvivalence plyne z toho, ¾e pravdivost formule A na ohodnocení pro-mìnné x1 vùbec nezávisí.V pøípadì, ¾e z není v seznamu x1; : : : ; xn , jest A0 tvaru A[t1; : : : ; tn] a postupdùkazu je zjednodu¹ením pøedcházejícího pøípadu.3.3 Formální systém predikátové logiky 1. øáduVyslovíme nyní axiomy a odvozovací pravidla predikátové logiky. Èást z nich ji¾známe, jsou to axiomy, které urèují vlastnosti logických spojek. Uká¾eme, ¾e pøivhodné volbì mno¾iny prvotních formulí spolu s nimi pøechází do predikátovélogiky celá výroková logika. Podobnì jako ve výrokové logice budeme nìkterésymboly chápat jako základní a jiné jako odvozené.3.24 Redukce jazyka Z logických spojek budou základní symboly pro ne-gaci : a pro implikaci ! , ostatní spojky budou de�novány ze základních pomocízkratek stejným zpùsobem jako ve výrokové logice. Z obou kvanti�kátorù chá-peme symbol pro obecný (velký) kvanti�kátor 8 jako základní a symbol 9 proexistenèní (malý) kvanti�kátor jako odvozený. Zavedeme jej následujícím zpùso-bem.3.25 Úmluva Je-li A formule, x promìnná, potom výraz (9x)A je zkratkaza formuli :(8x):A .Je zøejmé, ¾e tímto zpùsobem lze ka¾dou formuli jazyka L vyjádøit jen po-mocí obecného kvanti�kátoru. Hlavním smyslem na¹í úmluvy je redukovat poèetaxiomù tím, ¾e vlastnosti existenèního kvanti�kátoru budou odvozeny z axiomùpro obecný kvanti�kátor. Axiomy, které urèují vlastnosti logického symbolu prorovnost zavedeme pozdìji.3.26 Axiomy pro logické spojky Je-li L jazyk 1. øádu a jsou-li A; B; Cformule jazyka L , potom ka¾dá formule tvaruA! (B ! A) (A1)(A! (B ! C))! [(A! B)! (A! C)] (A2)(:B ! :A)! (A! B) (A3)je axiom predikátové logiky.Uvedené axiomy odpovídají schematùm axiomù výrokové logiky. Vezmeme-liza mno¾inu P prvotních formulí v¹echny formule jazyka L , které nelze ve vý-rokové logice dále rozkládat, to znamená, ¾e P bude tvoøena v¹emi atomickýmiformulemi a v¹emi formulemi tvaru (8x)B a (9x)B pro nìjakou promìnnou xa libovolnou formuli B , potom ka¾dá formule jazyka L vznikne z prvotních for-mulí pomocí logických spojek. V¹echny uvedené axiomy proto souhlasí s axiomy



3.3. FORMÁLNÍ SYSTÉM PREDIKÁTOVÉ LOGIKY 1. ØÁDU 55výrokové logiky nad P . K axiomùm výrokové logiky patøí odvozovací pravidlomodus ponens, které je také odvozovacím pravidlem predikátové logiky.Vztah mezi výrokovou a predikátovou logikou shrnuje následující vìta.3.27 Vìta Nech» A je formule jazyka L , nech» P je mno¾ina v¹ech atomic-kých formulí jazyka L a v¹ech formulí tvaru (8x)B a (9x)B , kde x je nìjakápromìnná a B formule jazyka L . Je-li A tautologie výrokové logiky nad P ,potom A je vìtou predikátové logiky.Dùkaz. Podle de�nice mno¾iny P ka¾dá formule jazyka L vznikne z for-mulí mno¾iny P jen pou¾itím výrokových spojek. Axiomy výrokové logiky nadP proto souhlasí s odpovídajícími axiomy predikátové logiky a pravidlo modusponens nále¾í k obìma formálním systémùm. Je-li A tautologie, podle Postovyvìty je dokazatelná ve výrokové logice nad P a její dùkaz je také dùkazem vpredikátové logice.3.28 V dal¹ím budeme bì¾nì pou¾ívat známých dùkazových postupù výro-kové logiky. Abychom zdùraznili výrokový charakter nìkterého dùkazu, napøíkladformule B z pøedpokladù A1; : : : ; An , budeme øíkat, ¾e B je tautologickým dù-sledkem formulí A1; : : : ; An . Pøi pøená¹ení výrokových dùkazù si pov¹imnemeje¹tì jedné vìci. Výrokové dùkazy èastokrát pou¾ívají vìtu o dedukci výrokovélogiky. Tento obrat se pøená¹í jen potud, pokud znak dokazatelnosti má stejnývýznam jako ve výrokové logice, tedy dokazatelnost z \výrokových axiomù" po-mocí jediného pravidla modus ponens. Predikátová logika má také svou vìtu odedukci, ale se silnìj¹ími pøedpoklady o premisách. K tomu se vrátíme pozdìji.3.29 Axiomy pro kvanti�kátory Dal¹í axiomy urèují vlastnosti obecnéhokvanti�kátoru. Vyjádøíme je ve dvou schematech:Schema speci�kace Je-li A formule, x promìnná a t term (substituovatelnýza promìnnou x do formule A ), potom formule(8x)A! Ax[t]je axiom predikátové logiky.Tento axiom má názorný smysl: pokud A platí pro \libovolné" x , pak platíi pro ka¾dý speciální pøípad Ax[t] .Druhé schema, které vyslovíme, má spí¹e technický ráz a jeho smysl vyniknepøi studiu takzvaných prenexních operací:Schema pøeskoku Jsou-li A; B formule a je-li x promìnná, která nemá volnývýskyt ve formuli A , potom formule(8x) (A! B)! (A! (8x)B)je axiom predikátové logiky.Predikátová logika má dvì odvozovací pravidla, modus ponens a pravidlo ge-neralizace, které zní:



56 KAPITOLA 3. PREDIKÁTOVÁ LOGIKAPro libovolnou promìnnou x z formule A odvoï formuli (8x)A .Jeho smysl je víceménì názorný a urèuje úlohu volných promìnných ve vìtách:je-li dokazatelná formule A , která má (pøípadnì) volnou promìnnou x , potomje dokazatelná i formule \pro ka¾dé x platí A ".Uvedené axiomy a odvozovací pravidla tvoøí formální systém predikátové lo-giky bez rovnosti. Predikátová logika s rovností vznikne z popsaného formálníhosystému ji¾ jen roz¹íøením jazyka o predikátový symbol rovnosti a pøidáním axi-omù pro tento predikát. ®ádné dal¹í odvozovací pravidla se nepøidávají. V dal¹ímtextu bude ` oznaèovat dokazatelnost z axiomù predikátové logiky a pøípadnì zmno¾iny pøedpokladù pomocí obou odvozovacích pravidel.3.30 Základní vìty o kvanti�kátorechNyní odvodíme základní vìty o vlastnostech kvanti�kátorù. Postup, kterýmto provádíme, je typický pro podobná odvození i v jiných formálních systémech:nejprve se odvozují dal¹í \pomocná" odvozovací pravidla, která roz¹iøují paletudùkazových obratù a soubì¾nì s tím se odvozují rùzné analogie urèitých axiomùmotivované buïto \symetrií" nebo jistou \dualitou" (napøíklad mezi obecnýma existenèním kvanti�kátorem). Pøi formulaci nìkterých vìt je patrná inspiraceGentzenovým kalkulem pøirozené dedukce.3.31 Lemma (pravidlo zavedení 8 )Je-li ` A ! B a promìnná x nemá volný výskyt ve formuli A , potom` A! (8x)B .Dùkaz. Je-li ` A! B , potom u¾itím pravidla generalizace také` (8x) (A! B) (1)Pøitom ` (8x) (A! B)! (A! (8x)B) (2)je axiom predikátové logiky. FormuleA! (8x)Bse odvodí z (1) a (2) pravidlem modus ponens.3.32 Lemma Pro libovolné formule A; B a term t platí(i) ` Ax[t]! (9x)A(ii) Je-li ` A ! B a promìnná x nemá volný výskyt ve formuli B , potomtaké ` (9x)A! B .Tvrzení (i) je duální formou axiomu speci�kace a (ii) je duální formou pravi-dla zavedení 8 . Toto pomocné odvozovací pravidlo budeme nazývat pravidlem(zavedení) 9 .Dùkaz. (i)



3.3. FORMÁLNÍ SYSTÉM PREDIKÁTOVÉ LOGIKY 1. ØÁDU 57` (8x):A! :Ax[t] (axiom speci�kace)` ::(8x):A! (8x):A (v3)Slo¾ením obou implikací a pou¾itím zkratky (9x)A dostáváme ` :(9x)A !:Ax[t] jako jejich tautologický dùsledek.Odtud plyne tvrzení (i) jako tautologický dùsledek obrácením implikace.(ii) Je-li ` A! B , potom` :B ! :A (tautologický dùsledek)` :B ! (8x):A (pravidlo 8 )` (9x)A! B (tautologický dùsledek a zkratka (9x)A )3.33 Lemma Nech» A0 je instancí formule A , to znamená nech» A0 je tvaruAx1;:::;xn[t1; : : : ; tn] pro nìjaké termy t1; : : : ; tn a nìjaké promìnné x1; : : : ; xn .Potom je-li ` A , pak také ` A0 .Jinými slovy: je-li dokazatelná formule A , pak je dokazatelná i ka¾dá instanceformule A .Dùkaz. Indukcí dle poètu substituovaných termù. Je-li n = 1 a A0 je tvaruAx[t] , potom z ` A pravidlem generalizace odvodíme ` (8x)A .Dále ` (8x)A! Ax[t] (axiom speci�kace)a formuli A0 lze odvodit z posledních dvou pravidlem modus ponens.Následující pøíklad ukazuje, ¾e pro n > 1 nelze pøímoèaøe pou¾ít dokázanéhopøípadu pro n = 1 , proto¾e sekvenèní dosazování nemusí dávat stejný výsledekjako paralelní.3.34 Pøíklad Nech» A je formule x < y , nech» t je promìnná y a s jepromìnná x . Potom Ax;y[t; s] je formule y < x , ale dosazováním po jednépromìnné obdr¾íme formuli x < x , dosadíme-li nejprve t za x a potom s zay . Zvolíme-li obrácené poøadí substitucí, dostaneme formuli y < y .Proto k dùkazu lemmatu zvolíme jiný postup. Nech» z1; : : : ; zn jsou promìnné,které se nevyskytují v A ani v termech t1; : : : ; tn , potom z pøedpokladu ` Adostáváme ` Ax1[z1] a snadno se pøesvìdèíme, ¾e dal¹í substitucí z2 za x2obdr¾íme formuli Ax1;x2[z1; z2] . postupujeme-li stejným zpùsobem, doká¾emenakonec Ax1;:::;xn[z1; : : : ; zn] . Oznaèíme poslední formuli jako B , v této formulinemají x1; : : : ; xn volný výskyt a promìnné z1; : : : ; zn jsou právì na tìch místech,kde ve formuli A byly volné výskyty x1; : : : ; xn . Pro ka¾dé i = 1; 2; : : : ; n jeterm ti substituovatelný za zi do B , proto¾e ti byl substituovatelný za xido B . Z ` B odvodíme ` Bz1 [t1] a proto¾e z1; : : : ; zn se nevyskytují vt1 , je snadné pøesvìdèit se, ¾e substitucí t2 za z2 do poslední formule vznikneformule Bz1;z2[t1; t2] . Postupujeme-li tímto zpùsobem, doká¾eme nakonec formuliBz1;:::;zn[t1; : : : ; tn] , která je shodná s formulí A0 .



58 KAPITOLA 3. PREDIKÁTOVÁ LOGIKAPøedchozí lemma ukazuje, ¾e volné promìnné mohou být zamìnìny.Následující lemma zobecòuje axiom speci�kace pro pøípad substituce za vícepromìnných.3.35 Lemma Pro libovolnou formuli A , promìnné x1; : : : ; xn a termy t1; : : : ; tnplatí(i) ` (8x1) : : : (8xn)A! Ax1;:::;xn[t1; : : : ; tn](ii) ` Ax1;:::;xn[t1; : : : ; tn]! (9x1) : : : (9xn)ADùkaz. (i) Z axiomu speci�kace dostáváme pro libovolnou promìnnou x aformuli C (kde Cx[x] je C )` (8x)C ! C . (3)Z (3) postupnì dostaneme` (8xn)A! A` (8xn�1)(8xn)A! (8xn)A...̀ (8x1) : : : (8xn)A! (8x2) : : : (8xn)A (4)Pøitom (8x1) : : : (8xn)A! A (5)je tautologickým dùsledkem pøedchozích formulí, vznikne slo¾ením v¹ech impli-kací (4), tedy je dokazatelná. Nakonec (i) je instancí (5).(ii) Z lemmatu 3.32 (i) pro libovolnou formuli C a promìnnou x plyne` C ! (9x)C (6)U¾ijeme-li (6) obdobnì jako pøi dùkazu (i), dostaneme` A! (9x1) : : : (9xn)A (7)a (ii) je instancí formule (7).3.36 Z formulí (5) a (7) u¾itím pravidla zavedení 8 a pravidla 9 lze dokázat` (8x1) : : : (8xn)A$ (8x�(1)) : : : (8x�(n))A` (9x1) : : : (9xn)A$ (9x�(1)) : : : (9x�(n))Apro libovolnou permutaci � na mno¾inì indexù f1; 2; : : : ; ng . Na poøadí pro-mìnných v bloku stejných kvanti�kátorù tedy nezále¾í. Tím je ospravedlnìnanásledující de�nice.3.37 Uzávìr formule Jsou-li x1; : : : ; xn v¹echny promìnné s volným výsky-tem ve formuli A v nìjakém poøadí, potom formuli (8x1) : : : (8xn)A nazvemeuzávìrem formule A .



3.3. FORMÁLNÍ SYSTÉM PREDIKÁTOVÉ LOGIKY 1. ØÁDU 593.38 Vìta o uzávìruJe-li A0 uzávìr A , potom ` A právì kdy¾ ` A0 .Dùkaz. a) Je-li ` A , potom pravidlem generalizace odvodíme ` A0 .b) Z lemmatu 3.35 (i) plyne ` A0 ! A , je-li ` A0 , pak ` A odvodímepravidlem modus ponens.Vìta o uzávìru charakterizuje volné promìnné v dokazatelných formulích,mají stejný význam, jako kdyby byly uzavøeny obecným kvanti�kátorem. Doká¾eme-li ` x = 0 , je tím dokázáno ` (8x) (x = 0) .3.39 Lemma (distribuce kvanti�kátorù)Je-li ` A! B , potom` (8x)A! (8x)B a ` (9x)A! (9x)BDùkaz.a) ` (8x)A! A axiom speci�kace` (8x)A! B tautologický dùsledek pøedpokladu a pøedchozíformule` (8x)A! (8x)B pravidlo zavedení 8.b) ` B ! (9x)B lemma 3.32 (i)` A! (9x)B tautologický dùsledek pøedpokladu a pøedchozíformule` (9x)A! (9x)B pravidlo 9.3.40 Vìta o ekvivalenci Nech» formule A0 vznikne z formule A nahra-zením nìkterých výskytù podformulí B1; : : : ; Bn po øadì formulemi B01; : : : ; B0n .Je-li ` Bi $ B0i pro i = 1; 2; : : : ; n , potom ` A$ A0 .Dùkaz. Vìta 3.40 je obdobou vìty o ekvivalenci, kterou jsme dokázali provýrokovou logiku. Dokazuje se indukcí dle slo¾itosti formule A . Základní pøí-pady jsou stejné jako ve výrokové logice. Navíc je jen pøípad, kdy A je tvaru(8x)B nebo tvaru (9x)B . Potom A0 je tvaru (8x)B0 nebo tvaru (9x)B0 a zindukèního pøedpokladu pro formuli B dostáváme` B $ B0 .Odkud ` B ! B0 a ` B0 ! B .Podle lemmatu 3.39 pak dostáváme ` A ! A0 a ` A0 ! A . Odtud tvrzenívìty plyne jako tautologický dùsledek.3.41 Zámìna vázaných promìnných Vázané promìnné ve formuli mohoubýt za jistých pøedpokladù zamìnìny. Je to obdoba pøípadù þvázanýchÿ promìn-ných známých z rùzných oborù matematiky: napøíklad R �0 sinx dx je stejné èíslojako R �0 sin z dz . Nejprve zavedeme pojem varianty formule.



60 KAPITOLA 3. PREDIKÁTOVÁ LOGIKAØíkáme, ¾e formule A0 je variantou formule A , jestli¾e A0 vznikne z Apostupným nahrazením podformulí tvaru(Qx)B (8)formulemi(Qy)Bx[y] (9)kde y není volná ve formuli B a Q je obecný nebo existenèní kvanti�kátor.3.42 Pøíklad Formule (8x) ((9y) (x = y � z)! d(z; x)) je variantou formule(8v) ((9w) (v = w � z)! d(z; v)) . Nejprve nahradíme podformuli (9y) (x = y � z)formulí (9w) (x = w � z) a formuli (8x) ((9w) (x = w � z) ! d(z; x)) nahradímeuvedenou variantou.3.43 Vìta o variantách Je-li A0 varianta formule A , potom ` A$ A0 .Dùkaz. Podle vìty 3.40 staèí dokázat, ¾e formule (8) a (9) jsou ekvivalentní.Provedeme dùkaz pro pøípad, ¾e Q je 8 . Pøípad, kdy Q je 9 se doká¾e obdobnì.Pøedpokládáme, ¾e ve formuli (9) jsou x; y rùzné promìnné, v opaèném pøípadìnení co dokazovat. Potom` (8x)B ! Bx[y] axiom speci�kace` (8x)B ! (8y)Bx[y] pravidlo 8 , y nemá volný výskyt v B .Oznaèíme-li B0 formule Bx[y] , zjistíme snadno, ¾e x nemá volný výskyt v B0a je substituovatelné za y i do B0 . Stejnì jako v první èásti dùkazu dostaneme` (8y)B0 ! (8x)B0y[x] . Ale B0y[x] je formule B . Tím je dokázána i opaènáimplikace.3.44 Vìta o dedukci Nech» T je mno¾ina formulí, A je uzavøená formulea B je libovolná formule. Potom T ` A! B , právì kdy¾ T; A ` B .Dùkaz. Dùkaz implikace zleva doprava je stejný jako ve výrokové logice. Pøidùkazu implikace zprava doleva postupujeme indukcí podle dùkazu B1; : : : ; Bnformule B z T; A . Navíc je tøeba uva¾ovat jen pøípad, kdy Bi je odvozena zformule Bj , j < i , pravidlem generalizace. To znamená, ¾e Bi je tvaru (8x)Bjpro nìjakou promìnnou x . Z indukèního pøedpokladuT ` A! Bja proto¾e A je uzavøená formule a neobsahuje volný výskyt promìnné x , pravi-dlem 8 odvodímeT ` A! BiTím je vìta dokázána.Z dùkazu vìty o dedukci je zøejmé, ¾e pøedpoklad uzavøenosti formule A jepøíli¹ omezující. Staèilo by vìdìt, ¾e v dùkazu formule B z T; A nebylo pou¾ito



3.3. FORMÁLNÍ SYSTÉM PREDIKÁTOVÉ LOGIKY 1. ØÁDU 61pravidlo generalizace na ¾ádnou promìnnou, která je volná v A , jinými slovy,¾e ¾ádná promìnná volnì se vyskytující v A nebyla jako promìnná v dùkazuvyu¾ita. Tuto okolnost je mo¾né pro jednotlivé dùkazy ovìøit, ale nelze dostidobøe formulovat jako pøedpoklad vìty o dedukci. Doká¾eme nyní vìtu, kterádovolí podobné pøípady øe¹it a je sama zajímavá.3.45 Vìta o konstantách Nech» T je mno¾ina formulí jazyka L a nech» Aje formule jazyka L . Nech» jazyk L0 vznikne z L roz¹íøením o nové symboly prokonstanty. Jsou-li c1; : : : ; cm nové konstanty a x1; : : : ; xm jsou promìnné, potomT ` Ax1;:::;xm[c1; : : : ; cm] právì kdy¾ T ` ADùkaz. a) Je-li T ` A , potom T ` Ax1;:::;xm[c1; : : : ; cm] podle lemmatu 3.33.b) Je-li T ` Ax1;:::;xm[c1; : : : ; cm] , oznaème tuto formuli A0 . Nech» A01; : : : ; A0nje dùkaz A0 z T , nech» y1; : : : ; ym jsou promìnné, které se nevyskytují nikde vdùkazu A0 ani ve formuli A . Nech» formule Ai vznikne z A0i nahrazením ka¾déhovýskytu konstanty cj promìnnou yj pro j = 1; 2; : : : ; m a i = 1; 2; : : : ; n .Potom A1; : : : ; An je dùkazem Ax1;:::;xm[y1; : : : ; ym] z T (10)Je-li A0i axiomem predikátové logiky, potom Ai je axiomem predikátové logikystejného druhu. Napøíklad, je-li A0i formule C 0 ! (D0 ! C 0) , potom Ai je tvaruC ! (D! C) . Je-li A0i formule z T , potom Ai je tá¾ formule, proto¾e A0i neob-sahuje konstanty c1; : : : ; cm . Je-li A0i odvozena z pøedchozích formulí pravidlemmodus ponens nebo pravidlem generalizace, potom Ai je odvozena stejným pravi-dlem z odpovídajících formulí posloupnosti (10). Proto T ` Ax1;:::;xm[y1; : : : ; ym]a formule A je instancí dokázané formule.3.46 Pokud A není uzavøená a má volné promìnné y1; : : : ; yn , chceme-lidokázat implikaci A ! B z pøedpokladù T , roz¹íøíme jazyk o nové konstantyc1; : : : ; cn . PotomT ` A! B právì kdy¾ T ` Ay1;:::;yn[c1; : : : ; cn]! By1;:::;yn[c1; : : : ; cn]právì kdy¾ T; Ay1;:::;yn[c1; : : : ; cn] ` By1;:::;yn[c1; : : : ; cn]První ekvivalence plyne z vìty o konstantách a druhá z vìty o dedukci. K dù-kazu implikace A ! B z T tedy staèí dokázat formuli By1;:::;yn[c1; : : : ; cn] zT; Ay1;:::;yn[c1; : : : ; cn] .Substituce nových konstant za volné promìnné z formule A má zajistit, ¾epøi dùkazu formule B z pøedpokladù T; A se nepou¾ije pravidlo generalizace na¾ádnou promìnnou, která má volný výskyt v A .Následující tvrzení je zobecnìním vìty o dedukci.



62 KAPITOLA 3. PREDIKÁTOVÁ LOGIKA3.47 Vìta o redukci Je-li A formule, T mno¾ina formulí, potomT ` A (11)právì kdy¾ existuje pøirozené èíslo n a formule B1; : : : ; Bn , z nich¾ ka¾dá jeuzávìrem nìjaké formule z T , takové, ¾e platí` B1 ! (B2 ! : : : (Bn ! A) : : :) (12)Dùkaz. a) Pokud formule B1; : : : ; Bn splòují podmínky vìty, potomT ` Bi pro i = 1; 2; : : : ; n (13)podle vìty o uzávìru se tvrzení (11) odvodí ze (12) a (13) pravidlem modusponens.b) Je-li A dokazatelná z pøedpokladù T , nech» A1; : : : ; An jsou v¹echnyformule z T u¾ité v dùkazu formule A jako pøedpoklady. Je-li Bi uzávìrem Aipro i = 1; 2; : : : ; n , potomT ` Bi podle vìty o uzávìru aB1; : : : ; Bn ` Aproto¾e ka¾dá z formulí Ai je dokazatelná z Bi podle vìty o uzávìru. Nakonec(12) plyne z pøedchozího tvrzení podle vìty o dedukci.3.48 Pøedchozí vìta ukazuje, ¾e dokazatelnost formule A z nìjaké mno¾inypøedpokladù je ekvivalentní dokazatelnosti jiné formule z redukované mno¾inypøedpokladù. Podle (12) lze redukovat dokazatelnost formule A v teorii T nadokazatelnost jiné formule v predikátové logice. Tento výsledek ukazuje významnépostavení predikátové logiky mezi teoriemi, nemá v¹ak praktický význam, proto¾enedává návod, jak utvoøit formuli (12).Na závìr odvodíme je¹tì jeden dùsledek vìty o dedukci. Pøipomeòme, ¾e mno-¾ina formulí T jazyka L je sporná, je-li z T dokazatelná ka¾dá formule jazykaL . Z vìty (v2) výrokové logiky plyne, ¾e T je sporná, právì kdy¾ z T je doka-zatelná nìjaká formule B i její negace :B .3.49 Dùsledek Nech» A0 je uzávìr formule A , nech» T je mno¾ina formulí,potom T ` A , právì kdy¾ T [ f:A0g je sporná.Dùkaz. a) Je-li A dokazatelná z T , podle vìty o uzávìru toté¾ platí o A0 .Proto T [ f:A0g je sporná.b) Je-li T [f:A0g je sporná, potom z ní lze dokázat libovolnou formuli, tedyi formuli A0 . Potom podle vìty o dedukciT ` :A0 ! A0odkud z vìty (v7) výrokové logiky dostáváme



3.4. PRENEXNÍ TVARY FORMULÍ 63T ` A0Poslední krok dùkazu plyne opìt z vìty o uzávìru.Pøedchozí tvrzení ukazuje, ¾e dùkaz nìjaké formule lze nahradit dùkazemspornosti nìjaké mno¾iny formulí. Takový postup se nazývá nepøímým dùkazema je obvyklý v matematické praxi. U¾ívá se i v nìkterých metodách dokazovánívìt pomocí poèítaèù.3.4 Prenexní tvary formulíVe výrokové logice jsme ukázali, ¾e ke ka¾dé formuli lze sestrojit ekvivalentní for-muli v jednom ze dvou syntaktických tvarù: konjunktivním nebo disjunktivním. Vobou tvarech se pou¾ívají jen spojky vyjadøující negaci, konjunkci a disjunkci, na-víc jen v urèitém poøadí. Ve stejném duchu je i de�nice prenexního tvaru formulípredikátové logiky, která po¾aduje, aby se kvanti�kátory pøi výstavbì formuleuplatnily a¾ nakonec.Døíve, ne¾ vyslovíme de�nici, pøipomeòme, ¾e formule, které neobsahují ¾ád-nou vázanou promìnnou, nazýváme otevøené. To znamená, ¾e otevøené jsou právìty formule, které vzniknou z atomických podformulí jen pomocí logických spojek.3.50 Prenexní tvar formulí Øekneme, ¾e formule A je v prenexním tvaru,jestli¾e A má tvar(Q1x1)(Q2x2) : : : (Qnxn)B (14)kde1. n � 0 a pro ka¾dé i = 1; 2; : : : ; n Qi je buï kvanti�kátor 8 nebo 9 .2. B je otevøená formule a x1; : : : ; xn jsou navzájem rùzné promìnné.Formule B se nazývá otevøené jádro formule A a posloupnost kvanti�kací,která pøedchází B se nazývá pre�x.3.51 Pøíklad Formule (8x)(8y)(9z) (x = y + z) je v prenexním tvaru.Otevøené jádro formule (14) pøedstavuje její nejvìt¹í otevøenou podformulia pre�x obsahuje v¹echny její kvanti�kátory. V pøípadì n = 0 pre�x odpadáa formule (14) splývá s B . Po¾adavek, aby v¹echny promìnné v pre�xu bylynavzájem rùzné, omezuje zbyteèné kvanti�kace.Uká¾eme, ¾e ka¾dou formuli predikátové logiky lze transformovat do prenex-ního tvaru.3.52 Vìta Ke ka¾dé formuli A lze sestrojit formuli A0 v prenexním tvarutak, ¾e



64 KAPITOLA 3. PREDIKÁTOVÁ LOGIKA` A$ A0 (15)Formule A0 , o které mluví vìta 3.52, se sestrojí z formule A pomocí prenex-ních operací. Pøi popisu prenexních operací pou¾ijeme toto znaèení: Zastupuje-lisymbol Q kvanti�kátor 8 , potom symbol Q zastupuje kvanti�kátor 9 . Podobnìkdy¾ Q zastupuje kvanti�kátor 9 , Q zastupuje kvanti�kátor 8 .Prenexní operace provádìjí zámìnu podformulí formule A jinými formulemipodle nìkterého z následujících vzorù(a) podformuli B nahraï nìjakou její variantou B0 ,(b) podformuli :(Qx)B nahraï formulí (Qx):B ,(c) pokud promìnná x není volná ve formuli B , podformuli B ! (Qx)Cnahraï formulí (Qx) (B ! C) ,(d) pokud promìnná x není volná ve formuli C , podformuli (Qx)B ! Cnahraï formulí (Qx) (B ! C) ,(e) pokud symbol 2 zastupuje symbol & nebo _ a promìnná x není volnáve formuli C , potom podformuli (Qx)B2C , pøípadnì podformuli C 2 (Qx)Bnahraï formulí (Qx) (B2C) .Jádrem dùkazu vìty je následující tvrzení.3.53 Lemma Pro libovolné formule B; C a ka¾dou promìnnou x platí(pb) ` (Qx):B $ :(Qx)B ,(pc) ` (Qx) (B ! C)$ (B ! (Qx)C) , pokud x není volná v B ,(pd) ` (Qx) (B ! C)$ ((Qx)B ! C) , pokud x není volná v C ,(pe) ` (Qx) (B2C) $ ((Qx)B2C) , pokud symbol 2 zastupuje & nebo _a promìnná x není volná v C .Prenexní operace tedy nahrazují podformule ekvivalentními formulemi. Tvr-zení (pe) dává ekvivalenci pro obì operace z (e), uvìdomíme-li si, ¾e spojkykonjunkce a disjunkce jsou komutativní.Dùkaz. (pb) Zastupuje-li symbol Q kvanti�kátor 8 , potom` :(8x)B $ :(8x)::Bproto¾e formule B a ::B jsou ekvivalentní. Pøitom formuli na pravé stranìekvivalence lze vyjádøit zkratkou (9x):B .Pøípad, kdy Q zastupuje kvanti�kátor 9 je analogický.(pc) Nejprve pøedpokládejme, ¾e symbol Q zastupuje kvanti�kátor 8 . Pokudpromìnná x není volná ve formuli B , implikace` (8x) (B ! C)! (B ! (8x)C) (16)



3.4. PRENEXNÍ TVARY FORMULÍ 65je axiom. Abychom dokázali obrácenou implikaci, uvìdomme si, ¾e formuleB ! C vznikne slo¾ením implikacíB ! (8x)C (17)(8x)C ! C (18)To znamená, ¾e implikace((8x)C ! C)! [(B ! (8x)C)! (B ! C)]je tautologie.Navíc (18) je pøípadem axiomu speci�kace. Pravidlem modus ponens odvo-díme ` (B ! (8x)C)! (B ! C)Odtud pravidlem 8 dostáváme` (B ! (8x)C)! (8x) (B ! C) (19)proto¾e formule (17) nemá volný výskyt promìnné x . Z formulí (16) a (19) lzeodvodit (pc).Zbývá pøípad, ¾e Q je kvanti�kátor 9 . Podle lemmatu 3.32 (i) je` C ! (9x)C (20)Dále ` (C ! (9x)C)! [(B ! C)! (B ! (9x)C)] (21)proto¾e formule (21) je tautologie. Z (20), (21) pravidlemmodus ponens odvodíme` (B ! C)! (B ! (9x)C)odkud ` (9x) (B ! C)! (B ! (9x)C) (22)lze odvodit pravidlem 9 , proto¾e B ! (9x)C neobsahuje volnì promìnnou x .K dùkazu obrácené implikace vyu¾ijeme fakt, ¾e pro libovolné formule D , E ,F je formule(:D ! F )! [(E ! F )! ((D! E)! F )] (23)tautologie.Nejprve odvodíme(9x)C ! (9x) (B ! C) (24)distribucí kvantoru 9 z axiomu (A1).Dále



66 KAPITOLA 3. PREDIKÁTOVÁ LOGIKA` (B ! C)! (9x) (B ! C) (25)podle lemmatu 3.32 (i) a` :B ! (B ! C) (26)je vìtou výrokové logiky. Slo¾ením obou implikací (25), (26) dostáváme` :B ! (9x) (B ! C) (27)jako tautologický dùsledek. Dosadíme-li B; (9x)C; (9x) (B ! C) po øadì zaD; E; F do (23) , pak pravidlem modus ponens pomocí (24) a (27) odvodíme` (B ! (9x)C)! (9x) (B ! C) (28)Ekvivalence (pc) pro pøípad, ¾e Q zastupuje kvanti�kátor 9 , plyne potom z (22)a (28).(pd) Pøedpokládejme nejprve, ¾e Q zastupuje kvanti�kátor 8 . Platí` ((8x)B ! C) $ (:C ! :(8x)B) (tautologie)$ (:C ! :(8x)::B) (Vìta o ekvivalenci)$ (:C ! (9x):B) (de�nice 9 )$ (9x) (:C ! :B) (operace pc)$ (9x) (B ! C) (tautologie)Pøípad, ¾e Q je 9 je analogický.Poslední tvrzení lemmatu se doká¾e tak, ¾e rozepí¹eme spojku 2 pomocínegace a implikace a u¾ijeme prenexní operace (b) { (d).Dùkaz vìty 3.52. provedeme indukcí podle slo¾itosti formule A . Je-li A ato-mická, pak A je v prenexním tvaru a za A0 zvolíme A .Je-li A tvaru :B a ji¾ umíme sestrojit prenexní tvar B0 formule B , potomA0 vznikne z :B0 za pomoci operací (b).Pokud A je tvaru B ! C a ji¾ umíme sestrojit prenexní tvary B0; C 0 formulíB; C , potom A$ (B0 ! C 0) . Sestrojme varianty B00; C 00 formulí B0; C 0 takové,¾e ¾ádná volná promìnná formule C 0 (a tedy ani C 00 ) není vázaná ve formuliB00 a také ¾ádná volná promìnná ve formuli B0 (a tedy ani v B00 ) není vázanáve formuli C 00 . Z Vìty o variantách platíA$ (B00 ! C 00)a prenexní tvar formule B00 ! C 00 (a tedy i formule A ) odvodíme z formuleB00 ! C 00 pomocí operací (c), (d).Nakonec, je-li A tvaru (8x)B a B0 je prenexní tvar formule B , potom(8x)B0 je prenexní tvar formule A , pokud promìnná x není vázaná ve formuliB0 , jinak je prenexním tvarem formule B formule B0 .



3.5. PREDIKÁTOVÁ LOGIKA S ROVNOSTÍ 67Pokud formule A obsahuje logické spojky &; _ , mù¾eme tyto symboly buïeliminovat rozepsáním zkratek, nebo pou¾ijeme prenexní operace (e). Z prenex-ních operací (c), (d) je zøejmé, ¾e pro spojku $ není pøímá analogie operací (c),(d) mo¾ná, ekvivalenci proto eliminujeme rozepsáním na konjunkci dvou impli-kací.3.54 Pøíklad Nech» x není volná ve formuli B a promìnná y se nevyskytujev B ani v C . Potom následující formule jsou ekvivalentní (napravo uvádímepou¾ité prenexní operace).B $ (8x)C(B ! (8x)C) & ((8y)Cx[y]! B) de�nice ekvivalence, (a)(8x) (B ! C) & (9y) (Cx[y]! B) (c), (d)(8x)(9y) [(B ! C) & (Cx[y]! B)] (e)3.55 Pøíklad Následující formule jazyka aritmetiky jsou ekvivalentní(9x) (x = y)! (9x) (x = 0 _ :(9y) (y < 0))(9x) (x = y)! (9u) (u = 0 _ :(9v) (v < 0)) (a)(9x) (x = y)! (9u) (u = 0 _ (8v):(v < 0)) (b)(9x) (x = y)! (9u)(8v) (u = 0 _ :(v < 0)) (e)(8x)(9u)(8v) [(x = y)! (u = 0 _ :(v < 0))] (c), (d)Pøi konstrukci prenexního tvaru není poøadí prenexních operací jednoznaènì ur-èeno, proto je prenexním tvarem také formule(9u)(8v)(8x) [(x = y)! (u = 0 _ :(v < 0))]3.5 Predikátová logika s rovnostíPøi de�nici splòování jsme zdùraznili zvlá¹tní postavení predikátu rovnosti v sé-mantice jazyka s rovností. Axiomy rovnosti, které syntakticky popisují vlastnostipredikátu rovnosti, vyjadøují pøirozené po¾adavky, které matematika klade narovnost: aby rovnost byla re
exivní, a aby sobì rovná individua mìla stejnévlastnosti vùèi ka¾dému predikátu jazyka a dávala stejné výsledky pøi pou¾itílibovolné operace.V dal¹ím budeme pøedpokládat, ¾e jazyk, se kterým pracujeme, obsahuje pre-dikátový symbol = pro rovnost. Syntaktické vlastnosti tohoto predikátu jsouvyjádøeny ve tøech následujících schematech axiomù.Je-li x promìnná, potom formulex = x (R1)je axiom identity.



68 KAPITOLA 3. PREDIKÁTOVÁ LOGIKAJsou-li x1; : : : ; xk; y1; : : : ; yk promìnné a je-li f k -ární funkèní symbol, po-tom formule(x1 = y1 ! : : : (xk = yk ! (f(x1; : : : ; xk) = f(y1; : : : ; yk)) : : :)) (R2)je axiom rovnosti pro funkèní symbol f .Jsou-li x1; : : : ; xk; y1; : : : ; yk promìnné a je-li p k -ární predikátový symbol,potom formule(x1 = y1 ! : : : (xk = yk ! (p(x1; : : : ; xk)! p(y1; : : : ; yk)) : : :)) (R3)je axiom rovnosti pro predikátový symbol p .Symetrii a tranzitivnost rovnosti lze odvodit z axiomù (R3) pro predikát rov-nosti.Nejprve doká¾eme symetrii, pro libovolné promìnné x; y platí` x = y ! y = x (31)Pøi dùkazu (31) i v dal¹ích aplikacích axiomù (R2), (R3) upustíme od psanízávorek pøi úmluvì, ¾e chybìjící závorky se kumulují doprava (tedy tak, jako vuvedených axiomech). Formule` x = y ! x = x! x = x! y = x (32)je pøípad axiomu (R3) a poøadí prvních tøí èlenù implikace (32) lze bì¾nýmobratem výrokové logiky zamìnit. Jinými slovy, formule` x = x! x = x! x = y ! y = xje tautologickým dùsledkem formule (32). Odtud ji¾ (31) plyne z axiomù (R1)podle pravidla modus ponens.Formule` x = y ! y = z ! x = z (33)vyjadøuje tranzitivnost rovnosti. Pøi dùkazu vycházíme z následujícího pøípaduaxiomu (R3)` y = x! z = z ! y = z ! x = z (34)Opìt ` z = z ! y = x! y = z ! x = zje tautologickým dùsledkem (34). Pravidlem modus ponens z axiomu z = zodvodímè y = x! y = z ! x = z (35)Formule (33) se odvodí slo¾ením implikací (31) a (35) jako jejich tautologickýdùsledek. Instance formulí (31), (35) a axiomu (R1) se bì¾nì vyu¾ívají pøi øe¹enírovnic. Následující vìta roz¹iøuje paletu takových obratù.



3.5. PREDIKÁTOVÁ LOGIKA S ROVNOSTÍ 693.56 Vìta Nech» t1; : : : ; tn; s1; : : : ; sn jsou termy takové, ¾e platí` ti = si pro i = 1; 2; : : : ; n (36)(i) Je-li t term a s je term, který vznikne z t zámìnou nìkterých výskytùtermù ti odpovídajícími termy si , potom` t = s (37)(ii) Je-li A0 formule, která vznikne z formule A zámìnou nìkterých výskytùtermù ti odpovídajícími termy si , kromì pøípadù, kdy term ti je promìnná x ,která je souèástí kvanti�kace (8x) : : : nebo (9x) : : : , potom` A$ A0Dùkaz. (i) Doká¾eme indukcí podle slo¾itosti termu t . Je-li t promìnná, nebonìkterý z termù t1; : : : ; tn a term s vznikne zámìnou celého termu t odpovída-jícím termem, pak (37) je jeden z pøedpokladù (36).Je-li term t tvaru f(r1; : : : ; rk) a pro termy r1; : : : ; rk ji¾ bylo tvrzení (i)dokázáno a je-li term s tvaru f(r01; : : : ; r0k) , kde r0j; j = 1; 2; : : : ; k vznikne z rjzámìnou nìkterých výskytù termù ti odpovídajícími termy si , podle indukèníhopøedpokladu platí` rj = r0j pro j = 1; 2; : : : ; k (38)Dále formule` r1 = r01 ! : : :! rk = r0k ! f(r1; : : : ; rk) = f(r01; : : : ; r0k) (39)je instancí axiomu (R2). Tvrzení (37) lze odvodit z (38) a (39) pomocí pravidlamodus ponens.(ii) Podle pøedpokladu se pøi pøechodu od formule A k A0 nenahrazují pro-mìnné, které jsou souèástí kvanti�kací. Zámìna termù tedy probíhá jen v ato-mických podformulích formule A . Staèí, kdy¾ uká¾eme, ¾e libovolná atomickápodformule p(r1; : : : ; rk) , kde p je predikát rùzný od rovnosti, pøípadnì podfor-mule r1 = r2 je ekvivalentní se svou transformací p(r01; : : : ; r0k) nebo r01 = r02 .Podle (i) platí (38) a formule` r1 = r01 ! r2 = r02 ! : : :! rk = r0k ! p(r1; : : : ; rk)! p(r01; : : : ; r0k)je instancí axiomu (R3). Odtudp(r1; : : : ; rk)! p(r01; : : : ; r0k)lze odvodit pomocí (38) a pravidla modus ponens. Obrácená implikace plynepodobným zpùsobem ze symetrie rovnosti (31) a (38). Obì atomické podformulejsou tedy ekvivalentní. Pøípad atomické podformule r1 = r2 se dokazuje obdobnì.Podle vìty o ekvivalenci je formule A0 ekvivalentní s A , proto¾e vznikla zámìnoupodformulí za ekvivalentní formule.



70 KAPITOLA 3. PREDIKÁTOVÁ LOGIKA3.57 Vìta Jsou-li t; t1; : : : ; tn; s1; : : : ; sn termy a je-li A formule, potomplatí(i) ` t1 = s1 ! t2 = s2 ! : : :! tn = sn ! t[t1; : : : ; tn] = t[s1; : : : ; sn](ii) ` t1 = s1 ! t2 = s2 ! : : :! tn = sn ! (A[t1; : : : ; tn]$ A[s1; : : : ; sn])Je-li navíc x promìnná, která není obsa¾ena v termu t , potom(iii) ` Ax[t]$ (8x) (x = t! A)(iv) ` Ax[t]$ (9x) (x = t & A)Dùkaz. Pokud termy t1; : : : ; tn; s1; : : : ; sn neobsahují ¾ádnou promìnnou, (i)a (ii) plyne z odpovídajících tvrzení vìty 3.56 podle vìty o dedukci. V obecnémpøípadì je tøeba promìnné v termech ti; si nahradit novými konstantami. Obìtvrzení plynou z vìty 3.56 podle vìty o dedukci a vìty o konstantách.(iii) Formule` (8x) (x = t! A)! (t = t! Ax[t])je pøípadem axiomu speci�kace. Zámìnou prvních dvou podformulí implikaceodvodímè t = t! ((8x) (x = t! A)! Ax[t])jako tautologický dùsledek. Nakonec` (8x) (x = t! A)! Ax[t]odvodíme pravidlem modus ponens pomocí pøedchozí formule a instance t = taxiomu (R1).Abychom dokázali obrácenou implikaci, pou¾ijeme (ii)` x = t! (A$ Ax[t])Odkud ` Ax[t]! (x = t! A)odvodíme jako tautologický dùsledek. Nakonec` Ax[t]! (8x) (x = t! A)odvodíme pravidlem 8 , proto¾e podle pøedpokladu formule Ax[t] neobsahujevolnì promìnnou x . Tvrzení (iv) se dokazuje podobným zpùsobem.



3.6. CVIÈENÍ A 713.6 Cvièení ASémantika predikátové logiky prvního øádua) Ovìøte zda následující formule jsou splnìny v nìjaké realizaci jazyka(9x)p(x)(8x)p(x)(9x)(8y)(q(x; x) & :q(x; y))(9x)(9y)(p(x) & :p(y))(9x)(8y)q(x; y)! (8y)(9x)q(x; y)(9x)(8y)q(x; y)! (8z)R(x; y; z)(V x)(Ey)q(x; y)! (Ey)(V x)q(x; y)b) Ovìøte, které z formulí v a) jsou logicky pravdivé, to znamená, ¾e jsousplnìny v ka¾dé realizaci jazyka.Formální systém dokazování v predikátové logice1) Doka¾tea) (8x)(A ! B) ! (9xA ! B) , pokud x nemá volný výskyt ve formuliB. b) promìnná x nemá volný výskyt ve formuli AA$ (8x)AA$ (9x)A(8x)A$ (9x)Ac) QxQyB $ QyQxBkde Q oznaèuje universální nebo existenèní kvanti�kátor.Qx1Qx2 : : : QxnB $ Qxp1Qxp2 : : : QxpnB,kde Q oznaèuje universální nebo existenèní kvanti�kátor a p1; p2; : : : ; pn jelibovolná permutace indexù 1; 2; : : : n:d) (9x)(8y)B ! (8y)(9x)Be) :(9x)A! :(8x)A



72 KAPITOLA 3. PREDIKÁTOVÁ LOGIKAf) (9x)(A & (B ! C))! (8x)(A! :C)! :B)Pokud promìnná x nemá volný výskyt ve formuli B.2) Doka¾tea) 8x(A & B)$ (8xA & 8xB)b) 9x(A _ B)$ (9xA _ 9xB)c) 9x(A & B)! (9xA & 9xB)d) (9xA _ 9xB)! 9x(A _ B)e) (8xA! 8xB)! (8xA! 8xB)f) (8xA! 8xB)! (9xA! 9xB)Vìta o korektnosti1) Ovìøte zda následující formule jsou dokazatelné v predikátové logicea) 8x9yA! 9y8xAb) (9xA & 9xB)! 9x(A & B)c) 8x(A _ B)! (8xA _ 8xB)d) (A! B)! (8xA! 8xB)e) (A! B)! (9xA! 9xB)Vìty o rovnostiDoka¾tea) t1 = s1 ! t2 = s2 ! : : :! tn = sn ! t[t1; t2; : : : ; tn] = t[s1; s2; : : : ; sn]b) t1 = s1 ! t2 = s2 ! : : :! tn = sn !! (A[t1; t2; : : : ; tn]$ A[s1; s2; : : : ; sn])c) Nech» x je promìnná a t je term, který neobsahuje promìnnou x.Doka¾te, ¾e platíAx[t]$ 8x(x = t! A)Ax[t]$ 9x(x = t & A)transitivnost rovnostix = x! y = z ! x = y ! x = z



3.7. CVIÈENÍ B 733.7 Cvièení B1. (Polský zápis termù)Je-li dán jazyk L prvního øádu, øíkáme, ¾e slovo t je bezzávorkovýmzápisem termu, jestli¾e t vznikne podle následujících pravidel:(i) t sestává z jediného symbolu { symbolu pro promìnnou,(ii) t je tvaru f t1; : : : ; tn (zøetìzení n + 1 slov), kde f je n -árnífunkèní symbol a t1; : : : ; tn jsou bezzávorkové zápisy termù.(a) Doka¾te obdobu tvrzení (a) { (c) ze cvièení 3, kapitola 1.(b) Modi�kujte de�nici polského zápisu z citovaného cvièení první kapi-toly tak, aby popisovala polský zápis v¹ech formulí predikátove logiky.Doka¾te obdobu tvrzení (a) { (c) z citovaného cvièení.2. Jsou-li T , S mno¾iny formulí, A , B formule, potom platí(a) Je-li T � S a T ` A , potom S ` A .(b) T ` A právì kdy¾ pro nìjakou koneènou podmno¾inu T 0 � T platíT 0 ` A .(c) Je-li T ` C pro ka¾dou formuli C z mno¾iny S a je-li S ` A ,potom T ` A .(d) Je-li S mno¾ina v¹ech uzávìrù formulí z T , potom T ` A , právìkdy¾ S ` A .(e) Je-li T ` A a T ` A! B , potom T ` B .3. Je-li A0 uzávìr formule A , je-li B formule a T mno¾ina formulí, potomT;A ` B právì kdy¾ T ` A0 ! B .4. (a) Uka¾te, ¾e pravidlo zavedení 8 (viz lemma 1) plnì nahradí odvozovacípravidlo generalizace. Navíc je mo¾né vynechat schema axiomù (8x) (A!B)! (A! (8x)B); kde promìnná x není volná ve formuli A .(b) Uka¾te, ¾e pravidlo zavedení 9 (viz lemma 2 (ii)) a schema (i) z tého¾lemmatu plòe nahradí pravidlo zavedení 8 a schema speci�kace. Podle(a) vznikne formální systém ekvivalentní predikátové logice prvníhoøádu.Oba typy systémù uvedené v bodech (a), (b) byly pou¾ívány Hilbertem ajeho ¾áky.5. Je-li T mno¾ina formulí, T je sporná, právì kdy¾ ` :A1 _ : : : _ :An ,kde A1; : : : ; An jsou uzávìry (navzájem rùzných) formulí z mno¾iny T .



74 KAPITOLA 3. PREDIKÁTOVÁ LOGIKA6. Jsou-li v1; : : : ; vn navzájem rùzné symboly pro promìnné, oznaèmeA2 formuli (9v1)(9v2) (v1 6= v2)a dáleA3 oznaèuje formuli (9v1)(9v2)(9v3) (v1 6= v2 & v1 6= v3 & v2 6= v3)Je zøejmé, jak bychom zapsali formuli An , která tvrdí "existuje alespoò nrùzných individuí".Jsou-li x , y , z navzájem rùzné symboly pro promìnné, doka¾te `(9x) (x 6= y & x 6= z)$ ((y = z & A2) _ (y 6= z & A3)):7. Doka¾te tvrzení (i), (ii) a (iv) z vìty 2 v x4.8. Pøeveïte následující formule do prenexního tvaru(a) (8x)((8y) (y < x! P (y))! P (x))! (8x)P (x) ,(b) (9x)P (x)! (9x) (P (x)& (8y) (y < x! :P (y))) , kde P je unárnípredikátový symbol.9. Nech» L je jazyk prvního øádu, nech» c je symbol pro konstantu. kterýse nevyskytuje v L , nech» L0 je jazyk, který vznikne z L roz¹íøenímo symbol c . Ke ka¾dé formuli A jazyka L pøiøaïme formuli A? tak,¾e libovolný term ve formuli A nahradíme konstantou c a vynechámev¹echny kvanti�kátory a v¹echny promìnné, které jsou bezprostøednì zakvanti�kátorem.(a) Konstrukci formule A? lze popsat indukcí dle slo¾itosti:Je-li A atomická formule tvaru p(t1; : : : ; tn) , kde p je n -árnípredikátový symbol rùzný od rovnosti a t1; : : : ; tn jsou termy, pakA? je formule p(c; : : : ; c) .Je-li A atomická formule tvaru t1 = t2 , kde t1 , t2 jsou termy, pakA? je formule c = c .Je-li A tvaru :B , nebo B2C , kde B , C jsou formule a 2je symbol pro logickou spojku, potom A? je formule :B? , neboB?2C? .Je-li A tvaru (Qx)B , kde Q je symbol pro kvanti�kátor a X jenìjaká promìnná, potom A? je tvaru B? .(b) Je-li L jazyk bez rovnosti, A libovolná formule taková, ¾e ` A ,potom A? je tautologie.(c) Je-li L jazyk s rovností, A libovolná formule taková, ¾e ` A , potomA? je tautologický dùsledek formule c = c .



3.7. CVIÈENÍ B 75(d) Pro ¾ádnou formuli A není ` A a ` :A . Formální systém predi-kátové logiky je tedy bezesporný. Problém bezespornosti predikátovélogiky byl pøeveden na bezespornost výrokové logiky.
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Kapitola 4Pravdivost a dokazatelnostZatím jsme sémantiku a formální systém (syntax) predikátové logiky zkoumalioddìlenì. Zavedli jsme jazyk prvního øádu a nejprve jsme se zabývali relaènímistrukturami, které jazyk realizují a de�novali jsme splòování a pravdivost for-mulí v realizacích jazyka. Teprve potom jsme zavedli formální systém prediká-tové logiky, její axiomy a odvozovací pravidla. Z nich jsme dokázali základní vìtypredikátové logiky.Nyní si polo¾íme otázku, zda zvolený formální systém predikátové logiky dobøevystihuje její sémantiku, zejména zda vìty predikátové logiky jsou logicky prav-divými formulemi a naopak. Tyto otázky budeme zkoumat nejen pro formálnísystém predikátové logiky, ale pro tøídu v¹ech teorií prvního øádu. Nejprve zave-deme potøebné pojmy.4.1 Vìta o korektnosti4.1 Logicky pravdivé formule Je-li L jazyk, øíkáme, ¾e formule A jazykaL je logicky pravdivá a pí¹eme j= A , jestli¾e A je splnìna v ka¾dé realizacijazyka L.Logicky pravdivé jsou ty formule, které jsou splnìny bez ohledu na realizacijazyka, tedy pøi libovolné interpretaci speciálních symbolù. Logicky pravdivýmformulím øíkáme také logicky platné formule.4.2 Teorie prvního øádu Je-li L jazyk prvního øádu a T je mno¾inaformulí jazyka L , øíkáme, ¾e T je teorie prvního øádu (v predikátové logice)s jazykem L. Formulím z mno¾iny T øíkáme speciální axiomy teorie T .Predikátová logika je speciálním pøípadem teorie prvního øádu, která nemá ¾ádnéspeciální axiomy.Pøedchozí de�nice odpovídá postupu, kterým v matematice zavádíme nìja-kou speciální teorii. Nejprve zvolíme jazyk vhodný k formálnímu popisu teorie a77



78 KAPITOLA 4. PRAVDIVOST A DOKAZATELNOSTv¹echny pøedpoklady o objektech, se kterými teorie pracuje, vyjádøíme pomocívhodných formulí zvoleného jazyka - speciálních axiomù.Za zmínku stojí i s tím spojený posun zájmu. Pøi odvozování vìt teorie námjde pøedev¹ím o takové, ve kterých se projeví speciální vlastnosti teorie. Ménìse zajímáme o logicky pravdivé formule, které platí ve v¹ech realizacích jazykateorie, zajímáme se o formule, které jsou pravdivé v tìch realizacích jazyka, vekterých jsou splnìny v¹echny speciální axiomu teorie.4.3 Modely teorie (i) Je-li T teorie s jazykem L a M je realizace jazykaL , øíkáme, ¾e M je modelem teorie T a pí¹eme M j= T , je-li v M splnìnka¾dý speciální axiom teorie T .(ii) Øíkáme, ¾e formule A je sémantickým dùsledkem teorie T nebo ¾e Aje T -platná formule, je-li A splnìna v ka¾dém modelu teorie T . V takovémpøípadì pí¹eme T j= A.4.4 Pøíklad a) Teorie uspoøádání má jazyk s rovností, který obsahuje jedinýspeciální symbol, binární predikát < a dva speciální axiomy:(x < x)x < y ! (y < z ! x < z)kde x; y; z jsou promìnné. Ka¾dý model této teorie je èásteènì uspoøádaná mno-¾ina.Pøidáme-li je¹tì axiomx < y _ x = y _ y < xpotom ka¾dý model této teorie je lineárnì uspoøádaná mno¾ina. Takové teorii seøíká teorie lineárního uspoøádání.b) Teorie okruhù, oborù integrity a tìles Nech» L = f0; 1; +; � g je jazyk srovností takový, ¾e 0; 1 jsou symboly pro konstanty a +; � jsou symboly probinární funkce. Teorie komutativních okruhù s jednotkou má následující speciálníaxiomy x + (y + z) = (x + y) + z (o1)x + 0 = x 0 + x = x (o2)(9y)(x+ y = 0 & y + x = 0) (o3)x + y = y + x (o4)1 � x = x x � 1 = x (o5)x � (y � z) = (x � y) � z (o6)x � y = y � x (o7)x � (y + z) = (x � y) + (x � z) (o8)



4.1. VÌTA O KOREKTNOSTI 79Pøidáním axiomux � y = 0 ! (x = 0 _ y = 0) (i1)dostáváme axiomy teorie oborù integrity.Pøidáme-li k axiomùm teorie okruhù dva axiomy0 6= 1 (t1)x 6= 0 ! (9y)(y � x = 1) (t2)dostáváme axiomy teorie tìles. Modelem teorie okruhù je okruh, modelem teorieoborù integrity je obor integrity a modelem teorie tìles je tìleso. V algebøe sedokazuje, ¾e axiom (i1) je vìtou teorie tìles. Ka¾dé tìleso je tedy oborem integrity.c) Elementární aritmetika je teorie s jazykem s rovností a speciálními symboly0; S; +; � , kde 0 je konstanta oznaèující nejmen¹í pøirozené èíslo, S je unárnífunkèní symbol pro funkci následníka S(x) = x + 1 , + a � jsou binárnípro operace souètu a souèinu pøirozených èísel. Elementární aritmetika má tytospeciální axiomy.S(x) 6= 0S(x) = S(y) ! x = yx + 0 = xx + S(y) = S(x+ y)x � 0 = 0x � S(y) = (x � y) + xPrvní dva axiomy tvrdí, ¾e následník pøirozeného èísla je nenulový a ¾e S jeprostá funkce, dal¹í ètyøi axiomy podávájí rekurzivní de�nici souètu a souèinu.Struktura N z pøíkladu 3.12 c je urèena mno¾inou pøirozených èísel v teoriimno¾in s operacemi souètu a souèinu pøirozených èísel tak jak jsou de�novány vteorii mno¾in je modelem elementární aritmetiky. N nazýváme standardní modelaritmetiky.4.5 Úplnost formálního systému predikátové logiky Hlavním výsled-kem této kapitoly je vìta o úplnosti predikátové logiky, která tvrdí, ¾e pro libovol-nou teorii T prvního øádu mno¾ina v¹ech vìt teorie T je rovna mno¾inì v¹echT -platných formulí. Speciálnì pro predikátovou logiku to znamená, ¾e libovolnáformule je vìtou predikátové logiky, právì kdy¾ je logicky platná.Øíkáme, ¾e formální systém predikátové logiky je úplný, proto¾e dovoluje od-vodit právì v¹echny logicky platné formule. Prvním krokem na cestì k tomutocíli je následující tvrzení.4.6 Vìta o korektnosti Je-li T teorie s jazykem L a je-li A formulejazyka L taková, ¾e T ` A , potom T j= A. Ka¾dá vìta teorie T je splnìna vev¹ech modelech.



80 KAPITOLA 4. PRAVDIVOST A DOKAZATELNOSTDùkaz se provádí indukcí podle délky dùkazu formule A . V první èásti do-ká¾eme, ¾e v¹echny axiomy predikátové logiky jsou logicky pravdivé a tedy takéT -platné a ve druhé èásti doká¾eme, ¾e odvozovací pravidla jsou korektní: z T -platných formulí odvozují zase T -platnou formuli a speciálnì z logicky platnýchformulí odvozují zase logicky platnou formuli.Nech» A1; A2; : : : ; An je dùkaz formule A z axiomù T . Nech» M jelibovolný model teorie T . Indukcí podle délky dùkazu doká¾eme, ¾e M j= Aiplatí pro ka¾dé i � n. Je-li dáno i, pøedpokládejme, ¾e ka¾dá formule Aj ; j < ije splnìna v modelu M . Pro i = 1 je to prázdný pøedpoklad. Podle de�nicedùkazu pro formuli Ai mohou nastat tyto pøípadya) Ai je axiom z T , potom Ai je splnìna v M , proto¾e M je model teorieT podle pøedpokladu.b) Ai je axiom predikátové logiky. Pøípady jednotlivých schemat axiomùrozebereme ka¾dý zvlá¹».b1) Ai je axiom výrokové logiky. Víme, ¾e Ai je tautologie. Je-li e libo-volné ohodnocení promìnných v modelu M , ohodnocení e urèuje pravdivostníhodnoty v¹ech prvotních podformulí formule Ai . Formule Ai je tautologie, jetedy pravdivá v M pøi ohodnocení e nezávisle na pravdivosti svých prvotníchpodformulí. Proto¾e e je libovolné ohodnocení promìnných, Ai je splnìna v M .b2) Ai je axiom speci�kace tvaru (8x)B ! Bx[t] . Nech» e je libovolnéohodnocení promìnných. Je-li podformule (8x)B nepravdivá pøi ohodnoceníe, podle de�nice pravdivosti implikace je formule Ai pravdivá pøi ohodnoceníe. Pøedpokládejme, ¾e podformule (8x)B je pravdivá pøi ohodnocení e. Podlede�nice pravdivosti, potom M j= B[e(x=m)] pro libovolné individuum m. Spe-ciálnì, je-li m individuum t[e] , podle lemmatu 3.23 je formule Bx[t] pravdivápøi ohodnocení e , a tedy také formule Ai je pravdivá pøi ohodnocení e. Ukázalijsme, ¾e formule Ai je pravdivá v M pøi libovolném ohodnocení promìnných,je tedy splnìna v M .b3) Je-li Ai axiom tvaru (8x)(B ! C) ! (B ! (8x)C) , kde formule Bneobsahuje volnì promìnnou x a je-li e libovolné ohodnocení promìnných, stejnìjako v b2), zajímavý je jen pøípad, kdy podformule (8x)(B ! C) je pravdivá pøiohodnocení e. Podle de�nice splòování to znamená, ¾e pro libovolné individuummplatí M j= (B ! C)[e(x=m)] . Podle de�nice pravdivosti implikace to znamená,¾e buï podformule B není pravdivá pøi ohodnocení e(x=m), nebo podformule Cje pøi tomto ohodnocení pravdivá. Proto¾e B neobsahuje promìnnou x volnì,B je pravdivá pøi ohodnocení e(x=m), právì kdy¾ je pravdivá pøi ohodnocení e.Pøitom pravdivost C pøi ohodnocení e(x=m) pro ka¾dé individuum m, podlede�nice pravdivosti znamená, ¾e formule (8x)C je pravdivá pøi ohodnocení e.Ukázali jsme, ¾e pøi ohodnocení e buï není pravdivá formule B nebo jepravdivá formule (8x)C , tedy formule B ! (8x)C je pravdivá pøi ohodnocení e.



4.1. VÌTA O KOREKTNOSTI 81To znamená, ¾e je pravdivá také implikace Ai . To v¹e pøi libovolném ohodnoceníe, proto M j= Ai .b4) Je-li Ai axiom identity tvaru x = x , potom Ai je pravdivá pøi ka¾démohodnocení e, proto¾e obì strany rovnosti jsou realizovány stejným individueme(x).Je-li Ai axiom rovnosti pro n-ární funkèní symbol f , tedy axiomx1 = y1 ! x2 = y2 ! : : :! xn = yn ! f(x1; x2; : : : ; xn) = f(y1; y2; : : : ; yn)mìjme libovolné ohodnocení promìnných e. Zajímavý je pouze pøípad, kdy v¹echnypøedpoklady implikace xi = yi jsou pravdivé pøi e. Potom je pro ka¾dé i; 1 �i � n promìnným xi; yi pøiøazeno stejné individuum e(xi) = mi = e(yi) .To znamená, ¾e oba termy v poslední rovnosti implikace jsou realizovány stej-ným individuem fM(m1; m2; : : : ; mn) . Podle de�nice pravdivosti je pak rovnostf(x1; x2; : : : ; xn) = f(y1; y2; : : : ; yn) pravdivá pøi ohodnocení e a spolu s ní iaxiom rovnosti Ai . Proto¾e e bylo libovolné ohodnocení promìnných, axiomAi je splnìn v M . Podobnì postupujeme Je-li Ai axiom rovnosti pro predikát.Zbývají pøípady, kdy formule Ai je odvozena nìjakým odvozovacím pravi-dlem.c) Je-li formule Ai odvozena pravidlem modus ponens z formulí Aj ; Ak ,kde j; k < i a Ak je tvaru Aj ! Ai, podle indukèního pøedpokladu jsouformule Aj ; Ak pravdivé v M pøi libovolném ohodnocení promìnných e. Zde�nice pravdivosti implikace pak dostáváme, ¾e také formule Ai je pravdivá pøilibovolném ohodnocení e, je tedy splnìna v modelu M.d) Je-li formule Ai odvozena pravidlem generalizace z nìjaké formule Aj proj < i, potom Ai je tvaru (8x)Aj . Nech» e je libovolné ohodnocení promìnných.Podle indukèního pøedpokladu je formule Aj pravdivá pøi ka¾dém ohodnocenípromìnných, speciálnì také pøi ka¾dém ohodnocení e(x=m) pro libovolné indivi-duum m. Podle de�nice pravdivosti je pak formule (8x)Aj , tedy formule Aipravdivá pøi ohodnocení e. Proto¾e e je libovolné ohodnocení promìnných, Aije splnìna v modelu M . Tím je vìta o korektnosti dokázána.4.7 Dùsledek V¹echny axiomy predikátové logiky jsou logicky pravdivé for-mule. Z korektnosti odvozovacích pravidel plyne, ¾e také v¹echny vìty predikátovélogiky jsou logicky pravdivé formule.4.8 Pøíklad a) Vìta o korektnosti dává metodu, jak ukázat ¾e nìjaká for-mule není vìtou predikátové logiky nebo vìtou nìjaké teorie T . Uva¾ujme formulix = 0 ve standardním modelu N elementární aritmetiky. V nìm je konstanta 0realizována prázdnou mno¾inou. Ohodnotíme-li promìnnou x kterýmkoli jinýmindividuem, formule x = 0 není pravdivá v N, není tam tedy ani splnìna. Podlevìty o korektnosti tato formule není vìtou elementární aritmetiky a tím ménì vì-tou predikátové logiky. Stejným zpùsobem bychom dokázali, ¾e ani formule x 6= 0



82 KAPITOLA 4. PRAVDIVOST A DOKAZATELNOSTnení vìtou elementární aritmetiky. Tento výsledek nás nepøekvapí, uvìdomíme-lisi, ¾e kdyby napøíklad formule x = 0 byla vìtou elementární aritmetiky, pakpodle vìty o uzávìru by vìtou byla také formule (8x)(x = 0).b) Nyní mù¾eme ukázat, ¾e vìtu o dedukci nelze v predikátové logice vyslovitbez pøedpokladu o promìnných formule A. V predikátové logice doká¾emex = 0 ` y = 0proto¾e y = 0 je instancí x = 0 . Není v¹ak dokazatelná implikacex = 0! y = 0proto¾e není splnìna ve standardním modelu aritmetiky N. K tomu staèí vzítohodnocení promìnných, které promìnné x pøiøazuje prázdnou mno¾inu a pro-mìnné y kterékoliv jiné individuum.4.9 Dùsledek Má-li teorie T model, je bezesporná.Dùkaz. Nech» M je model teorie T . Nech» A je nìjaká uzavøená formule ja-zyka teorie T . Podle de�nice splòování je právì jedna z formulí A a :A pravdiváv modelu M. Ta z obou formulí, která není pravdivá v M, nemù¾e být podle vìtyo korektnosti dokazatelná. To znamená, ¾e teorie T je bezesporná.4.10 Dùsledek Predikátová logika je bezesporná.Dùkaz. Ka¾dá realizace jazyka je modelem predikátové logiky podle Dùsledku4.7. Tvrzení potom plyne z Dùsledku 4.9.4.11 Finitní a ne�nitní dùkazy Dùkaz bezespornosti predikátové logikypodle Dùsledku 4.10 se opírá o model, který mù¾e být sám nekoneèný. Takovémudùkazu øíkáme ne�nitní. Ve cvièeních uká¾eme, ¾e bezespornost predikátové lo-giky lze dokázat pomocí jednoprvkového, tedy �nitního modelu. V obecném pøí-padì mù¾e být dùkaz bezespornosti nìjaké teorie podmínìn existencí nìjakéhomodelu, který je nekoneèný a existenci koneèného modelu dané teorie neumímedokázat nebo dokonce umíme dokázat, ¾e daná teorie ¾ádné koneèné modely nemá(napøíklad aritmetika). Takovým dùkazùm bezespornosti se øíká sémantické.Na rozdíl od mno¾inových struktur, které jsou modely teorií, formule a dùkazyv jazyku dané teorie jsou syntaktické objekty, které jsou �nitní. Finitní dùkazbezespornosti teorie T lze provést napøíklad tak, ¾e popí¹eme zpùsob, jak lzelibovolný dùkaz sporu v teorii T syntakticky transformovat na dùkaz sporu vnìjaké jiné teorii S , o které ji¾ víme, ¾e je bezesporná. Potom T musí být takébezesporná teorie.Finitní dùkaz popsaného typu se opírá jen o syntax teorií T a S , proto setakovým dùkazùm øíká syntaktické. Finitní (syntaktický) dùkaz bezespornostipredikátové logiky redukcí sporu do výrokové logiky není obtí¾ný. Struèný návodbyl zaøazen do cvièení.



4.2. VÌTA O ÚPLNOSTI 834.2 Vìta o úplnostiZatím jsme dokázali, ¾e formální systém predikátové logiky je korektní, tedy ¾eka¾dá vìta predikátové logiky je logicky platná. Nyní uká¾eme, ¾e formální systémpredikátové logiky je také úplný, to znamená, ¾e také ka¾dá logicky pravdiváformule je vìtou predikátové logiky. Tento výsledek vyslovíme v obecnìj¹í formìpro teorie prvního øádu.4.12 Vìta o úplnosti (Gödel) Nech» T je teorie s jazykem L . Potom platí(i) je-li A libovolná formule jazyka L , potomT ` A, právì kdy¾ T j= Atedy A je vìtou T , právì kdy¾ A je splnìna v ka¾dém modelu teorie T .(ii) T je bezesporná teorie, právì kdy¾ T má nìjaký model.Dùkaz. Nejprve uká¾eme, ¾e tvrzení (i) je dùsledkem tvrzení (ii). Nech» T jeteorie, A je formule jazyka teorie T . Podle vìty 3.49 je T ` A , právì kdy¾ jeT[f:A0g , kde A0 je uzávìr formule A , sporná teorie. Podle (ii) je to ekvivalentnís tvrzením, ¾e T[f:A0g nemá model. Proto¾e A0 je uzavøená formule a v ka¾démmodelu teorie T (pokud nìjaký existuje) musí být pravdivá jedna z formulí A0a :A0 , znamená to, ¾e v ka¾dém modelu teorie T je pravdivá formule A0 . Podlede�nice splòování to je právì tehdy, kdy¾ je v ka¾dém modelu teorie T splnìnaformule A . Tím je (i) dokázáno.Pov¹imnìme si, ¾e implikace zleva doprava ve tvrzení (i) je znìní vìty o ko-rektnosti a implikace zprava doleva ve tvrzení (ii) je znìní Dùsledku 4.9. K dùkazuvìty o úplnosti staèí, doká¾eme-li ¾e ka¾dá bezesporná teorie má nìjaký model.Metodu dùkazu, kterou pou¾ijeme, vytvoøil L. Henkin.Nejprve popí¹eme konstrukci takzvané kanonické struktury pro teorii T auká¾eme, ¾e kanonická struktura je modelem teorie T , pokud T splòuje urèitédal¹í pøedpoklady. V dal¹ích krocích uká¾eme, ¾e ka¾dou teorii T lze roz¹íøit doteorie T 0 , která splòuje zmínìné pøedpoklady, a ¾e omezením kanonické strukturypro T 0 získáme model teorie T . Dùkaz rozdìlíme do nìkolika tvrzení.4.13 Konstrukce kanonické struktury pro T Je-li T bezesporná teories jazykem L , máme sestrojit relaèní strukturu, která je modelem teorie T . Toznamená, ¾e máme sestrojit mno¾inu individuí - univerzum takového modelu -a dále zobrazení a relace na tomto univerzu, které realizují funkèní a prediká-tové symboly jazyka L tak, aby výsledná struktura byla modelem teorie T . Kdispozici máme jen syntaktický materiál teorie T , jazyk, termy, formule a vìty.Základní my¹lenka konstrukce je prostá, universum bude tvoøeno z termù,proto¾e ty odpovídají "objektùm" teorie, a splòování formulí v konstruovanéstruktuøe bude dáno vìtami teorie. Univerzum struktury vytvoøíme z termù bez



84 KAPITOLA 4. PRAVDIVOST A DOKAZATELNOSTpromìnných, proto¾e jejich význam je urèen jednoznaènì bez ohledu na ohodno-cení promìnných, funkèní symboly na tomto univerzu budeme realizovat urèitýmkanonickým zpùsobem a predikáty budou realizovány relacemi podle vìt teorie.Pøi bli¾¹ím zkoumání navr¾eného postupu zjistíme, ¾e jsou zde nìkteré pro-blémy.(i) Pokud jazyk L neobsahuje ¾ádnou konstantu, nejsou ¾ádné termy bezpromìnných.(ii) Je-li L jazyk s rovností, mù¾e se stát, ¾e pro dva rùzné termy t; s bezpromìnných platí T ` s = t , ale v konstruované struktuøe nebude tato formulesplnìna proto¾e oba termy chápeme jako dvì rùzna individua.(iii) Je-li A uzavøená formule, v konstruované struktuøe bude pravdivá jednaz formulí A a :A . Pøitom ¾ádná z nich nemusí být vìtou teorie T .(iv) Je-li nìjaká formule tvaru (9x)B vìtou teorie T , chceme, aby tato for-mule byla splnìna v konstruované struktuøe. To podle de�nice splòování nastanekdy¾ v dané struktuøe najdeme individuum - term bez promìnných t , který exis-tenci "dosvìdèí", co¾ by znamenalo, ¾e Bx[t] je také vìtou teorie T . Teorie Tnemusí takový po¾adavek splòovat.Na první pohled je zøejmé, ¾e nejjednodu¹¹í je problém (ii). Proto¾e rovnostje re
exivní, symetrický a tranzitivní predikát, staèí faktorizovat mno¾inu termùpodle rovnosti. V ostatních pøípadech musíme po¾adovat, aby teorie T mìlanìjaké dal¹í vlastnosti. V pøípadì (iii) je to úplnost a v pøípadì (iv) po¾adujemeaby T byla takzvaná Henkinova teorie, tím je øe¹en i problém konstant (i).Nejprve zavedeme dva nové pojmy.4.14 Úplné teorie Øíkáme, ¾e teorie T s jazykem L je úplná, jestli¾e Tje bezesporná a pro ka¾dou uzavøenou formuli A jazyka L je jedna z formulíA; :A dokazatelná v T .Úplná teorie je bezesporná a pro ka¾dou uzavøenou formuli A rozhoduje,která z dvojice formulí A; :A je dokazatelná. Z de�nice splòování plyne, ¾e proka¾dou realizaci M jazyka je mno¾ina Th(M) v¹ech uzavøených formulí, kteréjsou pravdivé v M, úplná teorie.4.15 Henkinovy teorie Øíkáme, ¾e teorie T s jazykem L je Henkinova,jestli¾e pro libovolnou uzavøenou formuli (9x)B existuje konstanta c, taková, ¾eplatí T ` (9x)B ! Bx[c]4.16 Lemma Je-li T úplná Henkinova teorie, potom T má model.Dùkaz. Nech» T je úplná Henkinova teorie s jazykem L , oznaème Tmno¾inu v¹ech termù bez promìnných jazyka L . Na mno¾inì T de�nujemerelaci � tak, ¾e pro libovolné dva termy t1; t2 z T polo¾íme



4.2. VÌTA O ÚPLNOSTI 85t1 � t2 , právì kdy¾ T ` t1 = t2Relace � je ekvivalence na mno¾inì T , proto¾e predikát rovnosti je re
e-xivní, symetrický a tranzitivní. Pro libovolný term t z T nech» [t] oznaèujetøídu ekvivalence termu t urèenou relací �, tedy[t] = fsjs 2 T ; t � sgNech» univerzum M vznikne z T faktorizací podle relace ekvivalence �, toznamená, ¾e mno¾ina M je tvoøena tøídami ekvivalence [t]; t 2 T .K urèení relaèní struktury M, která realizuje jazyk L, staèí de�novat zobra-zení a relace na univerzu M , které realizují funkèní a predikátové symboly jazykaL. Je-li f n-ární funkèní symbol a [t1]; [t2]; : : : ; [tn] 2 M , polo¾ímefM([t1]; [t2]; : : : ; [tn]) = [f(t1; t2; : : : ; tn)]Je-li p n-ární predikátový symbol rùzný od rovnosti, pro [t1]; : : : ; [tn] 2 Mde�nujeme([t1]; [t2]; : : : ; [tn]) 2 pM právì kdy¾ T ` p(t1; t2; : : : ; tn)Je tøeba ukázat, ¾e obì de�nice jsou korektní, ¾e jejich pravé strany závisí jenna tøídách ekvivalence [ti]; 1 � i � n a ne na volbì jejich reprezentace termyti . Pro ka¾dé i; 1 � i � n zvolme libovolnì si 2 [ti]. Potom T ` ti = si proka¾dé i; 1 � i � n a podle vìt o rovnostiT ` f(t1; t2; : : : ; tn) = f(s1; s2; : : : ; sn)T ` p(t1; t2; : : : ; tn) $ p(s1; s2; : : : ; sn)odkud dostáváme [f(t1; t2; : : : ; tn)] = [f(s1; s2; : : : ; sn)]T ` p(t1; t2; : : : ; tn) právì kdy¾ T ` p(s1; s2; : : : ; sn)Tím je korektnost obou de�nic dokázána a de�nice kanonické struktury M proteorii T je úplná. V dal¹ím budeme potøebovat následující tvrzení.Je-li t term takový, ¾e v¹echny jeho promìnné jsou mezi promìnnýmix1; x2; : : : ; xn a je-li e ohodnocení promìnných v M, takové, ¾e e(xi) = [ti]pro i; 1 � i � n a nìjaké termy bez promìnných t1; t2; : : : ; tn , potom prorealizaci t[e] platí t[e] = [tx1; x2;:::;xn[t1; t2; : : : ; tn]]



86 KAPITOLA 4. PRAVDIVOST A DOKAZATELNOSTSpeciálnì je-li t term bez promìnných, potomt[e] = [t] (1)Dokazujeme indukcí podle slo¾itosti termu t. Je-li t promìnná napøíkladxi, potom t[e] = e(xi)= [ti]= [tx1; x2;:::;xn[t1; t2; : : : ; tn]]Je-li t tvaru f(s1; s2; : : : ; sn), z indukèní hypotézy plynesi[e] = [si[t1; t2; : : : ; tn]] pro i; 1 � i � nodkud t[e] = fM(s1[e]; s2[e]; : : : ; sn[e])= fM([s1[t1; t2; : : : ; tn]]; : : : ; [sn[t1; t2; : : : ; tn]])= [f(s1; s2; : : : ; sn)[t1; t2; : : : ; tn]]= [tx1; x2;:::;xn[t1; t2; : : : ; tn]]Dùkaz tohoto tvrzení je obdobou dùkazu lemmatu 3.23 (i). Následující tvrzeníse doká¾e podobnì jako tvrzení (ii) tého¾ lemmatu.Je-li A formule její¾ volné promìnné jsou mezi promìnnými x1; x2; : : : ; xna e je ohodnocení promìnných v M takové, ¾e e(xi) = [ti] pro i; 1 � i � n atermy bez promìnných ti, potomM j= A[e] právì kdy¾ M j= Ax1;x2;:::;xn[t1; t2; : : : ; tn] (2)Pro kanonickou strukturu M pro teorii T a libovolnou uzavøenou formuliA platíM j= A právì kdy¾ T ` A (3)doká¾eme to indukcí podle slo¾itosti formule A. Pøipomeòme, ¾e podle de�nicesplòování je uzavøená formule pravdivá v nìjaké realizaci jazyka, je-li tam prav-divá pøi alespoò jednom ohodnocení promìnných. V takovém pøípadì je pravdivápøi v¹ech ohodnoceních promìnných. Nech» e je libovolné ohodnocení promìnnýchv M. Uva¾ujeme následující pøípady.a) Je-li A atomická formule tvaru p(t1; t2; : : : tn), potom termy ti proi; 1 � i � n neobsahují promìnné. PlatíM j= A právì kdy¾ M j= A[e]



4.2. VÌTA O ÚPLNOSTI 87právì kdy¾ (t1[e]; t2[e]; : : : tn[e]) 2 pMprávì kdy¾ ([t1]; [t2]; : : : [tn]) 2 pM (1)právì kdy¾ T ` A (de�nice pM)Je-li A tvaru t1 = t2 dùkaz je podobný.b) Je-li A tvaru :B, potomM j= A právì kdy¾ M 6j= Bprávì kdy¾ T 6` B (ind. pøedpoklad)právì kdy¾ T ` :B (úplnost T )právì kdy¾ T ` Ac) Je-li A tvaru B ! C, potomM j= A právì kdy¾ M 6j= B nebo M j= Cprávì kdy¾ T 6` B nebo T ` C (ind. pøedpoklad)právì kdy¾ T ` :B nebo T ` C (úplnost T )právì kdy¾ T ` APoslední ekvivalenci rozebereme podrobnìji. Z výrokové logiky dostáváme` :B ! (B ! C) (v2)` C ! (B ! C) (axiom A1)Je-li formule :B nebo formule C vìtou T , potom T ` B ! C odvodímepravidlem modus ponens. Je-li naopak implikace B ! C vìtou T , z úplnostiT plyne, ¾e buï B nebo :B je také vìtou T . V prvním pøípadì odvodímeT ` C pravidlem modus ponens a druhý pøípad vyhovuje.d) Je-li A tvaru (8x)B , potomM j= A právì kdy¾ M j= A[e]právì kdy¾ pro libovolný term bez promìnných tM j= B[e(x=[t])]právì kdy¾ pro libovolný term bez promìnných tM j= Bx[t] (2)právì kdy¾ pro libovolný term bez promìnných tT ` Bx[t] (indukèní pøedpoklad)právì kdy¾ T ` APoslední ekvivalenci rozebereme podrobnìji. Z úplnosti teorie T plyne, ¾e buïA nebo :A je vìtou T . Je-li A vìtou T , potom podle axiomu speci�kace



88 KAPITOLA 4. PRAVDIVOST A DOKAZATELNOSTje také vìtou formule Bx[t] pro ka¾dý term t bez promìnných. Je-li naopakvìtou T formule :A , potom u¾itím prenexní operace dostávámeT ` (9x):B (4)Proto¾e T je Henkinova teorie a (4) je uzavøená formule, pro nìjakou konstantuc dostáváme T ` (9x):B ! :Bx[c]odkud pravidlem modus ponens z (4) plyneT ` :Bx[c]a z bezespornosti teorie T T 6` Bx[c]Ukázali jsme, ¾e formule (8x)B je vìtou T , právì kdy¾ je pravdivá v kanonickéstruktuøe M pro T . Tím je dokonèen pøípad d) a dùkaz (3).Nyní ji¾ snadno uká¾eme, ¾e kanonická struktura M je modelem teorie T .Je-li A libovolný axiom T , nech» A0 je uzávìr formule A . Podle vìty ouzávìru je A0 vìtou teorie T a podle (3) je to formule pravdivá v M . Podlede�nice splòování je také formule A splnìna v M . To znamená ¾e kanonickástruktura M pro T je modelem teorie T . Tím je lemma dokázána.Na závìr poznamenejme, ¾e první krok dùkazu lemmatu lze provést pro libo-volnou teorii T . To znamená, ¾e (3) platí pro libovolnou atomickou formuli bezpromìnných.4.17 Roz¹iøování teorií Zatím umíme dokázat vìtu o úplnosti jen proteorie, které jsou úplné a Henkinovy. Je-li T bezesporná teorie s jazykem L ,pak T nemusí být úplná ani Henkinova. Uva¾ujeme-li napøíklad predikátovoulogiku s rovností a jazykem L = f0; 1; +; �g, je to teorie, která jistì není úplná.Pøidáním dal¹ích speciálních axiomù mohou vzniknout rùzné algebraické teorie -teorie okruhù, teorie oborù integrity, teorie tìles z pøíkladu 4.4b a dal¹í. Je zøejmé,¾e predikátová logika sama nerozhoduje pro ka¾dou uzavøenou formuli A jazykaL zda A nebo :A je vìtou. Nelze se domnívat, ¾e logicky pravdivé formulebudou detailnì urèovat vlastnosti speciálních symbolù, v¾dy» logicky pravdivéformule byly de�novány právì tím, ¾e jejich pravdivost nezále¾í na interpretacispeciálních symbolù.Uká¾eme, ¾e ka¾dou bezespornou teorii T lze roz¹íøit do úplné a Henkinovyteorie T 0 . Z kanonické struktury, která je modelem teorie T 0 , pak získáme modelteorie T . Nejprve zavedeme potøebné pojmy.4.18 Roz¹íøení jazyka Øíkáme, ¾e jazyk L0 je roz¹íøením jazyka L , jestli¾eL0 obsahuje ka¾dý speciální symbol (a pøípadnì i predikát rovnosti) jazyka Lve stejném významu a se stejnou èetností.



4.2. VÌTA O ÚPLNOSTI 89To znamená, ¾e ka¾dý predikátový symbol jazyka L je predikátovým sym-bolem jazyka L0 a ka¾dý funkèní symbol jazyka L je také funkèním symbolemjazyka L0 v obou pøípadech se stejnou èetností.4.19 Pøíklad Jazyk L0 s rovností a speciálními symboly 0; <; ' , kde 0je konstanta a <; ' jsou binární predikátové symboly, je roz¹íøením jazyka srovností L = f<g teorie uspoøádání.4.20 Roz¹íøení teorie (i) Øíkáme, ¾e teorie T 0 s jazykem L0 je roz¹íøenímteorie T s jazykem L , jestli¾e jazyk L0 je roz¹íøením jazyka L a libovolnáformule A jazyka L , která je vìtou teorie T , je také vìtou teorie T 0 .(ii) Øíkáme, ¾e teorie T 0 s jazykem L0 je konzervativní roz¹íøení teorie T sjazykem L , jestli¾e T 0 je roz¹íøením teorie T a ka¾dá formule A jazyka L ,která je vìtou teorie T 0 , je také vìtou teorie T .Jinými slovy, T 0 je konzervativní roz¹íøení teorie T s jazykem L , je-li T 0roz¹íøení teorie T , a pro libovolnou formuli A jazyka L platíT ` A právì kdy¾ T 0 ` A (5)4.21 Pøíklad a) Teorie okruhù, oborù integrity a teorie tìles mají stejnýjazyk s rovností L = f0; 1; +; �g a teorie tìles je roz¹íøením teorie oborù integritya ta je opìt roz¹íøením teorie okruhù.Snadno se nahlédne, ¾e teorie T 0 je roz¹íøením T , právì kdy¾ je ka¾dýspeciální axiom teorie T vìtou teorie T 0 . Pøípad teorie tìles a teorie oborùintegrity ukazuje, ¾e ka¾dý speciální axiom teorie T nemusí být axiomem teorieT 0 .b) Vìta o konstantách ukazuje, ¾e roz¹íøení nìjaké teorie T o nové konstantyje konzervativní.4.22 Lemma (i) Je-li bezesporná teorie T 0 roz¹íøením teorie T , potom Tje také bezesporná teorie.(ii) Je-li T 0 konzervativní roz¹íøení teorie T , potom T je bezesporná, právìkdy¾ T 0 je bezesporná teorie.Dùkaz. (i) Je-li T 0 bezesporné roz¹íøení teorie T , dùkaz sporu se pøená¹í zT do T 0 . Kdyby T byla sporná teorie, pak nìjaká formule A a její negace jsouvìtami teorie T . Proto¾e T 0 je roz¹íøení teorie T , jsou obì formule i vìtamiteorie T 0 a ta nemù¾e být bezesporná.(ii) Tvrzení plyne z (5). Spor se pøená¹í obìma smìry.4.23 Vìta (Henkin) Ke ka¾dé teorii T lze sestrojit Henkinovu teorii TH ,která je konzervativním roz¹íøením teorie T .



90 KAPITOLA 4. PRAVDIVOST A DOKAZATELNOSTDùkaz. Teorii TH sestrojíme z teorie T pøidáním nových konstant a no-vých axiomù tak, aby ka¾dá uzavøená formule tvaru (9x)B mìla odpovídajícíkonstantu, která existenci "dosvìdèí".Nech» T je teorie s jazykem L , ke ka¾dé uzavøené formuli tvaru (9x)Apøidejme konstantu c(9x)A a axiom(9x)A! Ax[c(9x)A] (6)Konstantám c(9x)A øíkame Henkinovy nebo dosvìdèující konstanty. Øíkáme,¾e axiom (6) je Henkinùv axiom pøíslu¹ný ke konstantì c(9x)A . Vytvoøili jsmemno¾inu C1 Henkinových konstant odpovídající v¹em uzavøeným formulímtvaru (9x)A jazyka L. Oznaème L1 roz¹íøení jazyka L , které vzniknepøidáním v¹ech Henkinových konstant z mno¾iny C1 a oznaème T1 teorii sjazykem L1 , která vznikne pøidáním v¹ech Henkinových axiomù (6) ke v¹emkonstantám z mno¾iny C1 .Teorie T1 je¹tì nemusí být Henkinova, je-li (9x)A uzavøená formule jazykaL1 , která obsahuje nìjakou konstantu z mno¾iny C1 , v T1 není odpovídajícíHenkinùv axiom (6). Uvedený postup je tøeba iterovat. Konstanty z mno¾inyC1 nazveme Henkinovy konstanty prvního øádu a k uvedené formuli pøidámeHenkinovu konstantu c(9x)A druhého øádu a odpovídající axiom (6).Pøedpokládejme, ¾e pro nìjaké pøirozené èíslo n jsou ji¾ sestrojeny mno¾inyCi i � n Henkinových konstant a¾ do øádu n. Nech» Ln je jazyk, kterývznikne z L pøidáním v¹ech Henkinových konstant z mno¾in Ci ; i � n. Keka¾dé uzavøené formuli tvaru (9x)A , která obsahuje alespoò jednu Henkinovukonstantu øádu n , pøidáme pøíslu¹nou Henkinovu konstantu. Mno¾inu v¹echtakto sestrojených konstant oznaèíme Cn+1 a jejím prvkùm øíkáme Henkinovykonstanty øádu n + 1. Jazyk, který vznikne z Ln pøidáním v¹ech Henkinovýchkonstant z mno¾iny Cn+1 oznaèíme Ln+1.Sestrojíme-li popsaným zpùsobem mno¾iny Cn pro pro v¹echna pøirozenáèísla n, nech» C je sjednocením v¹ech mno¾in Cn a L(C) je roz¹íøení jazykaL o v¹echny Henkinovy konstanty z mno¾iny C. Nech» TH je teorie s jazykemL(C), která vznikne z teorie T pøidáním v¹ech axiomù (6) pøíslu¹ných k nìjakékonstantì z mno¾iny C. Teorie TH je roz¹íøením teorie T .Doká¾eme, ¾e TH je konzervativní roz¹íøení teorie T . Nech» A je for-mule jazyka L, která je vìtou teorie TH . Nech» B1; B2; : : : ; Bn jsou v¹echnyHenkinovy axiomy tvaru (6) pou¾ité v dùkazu formule A. PotomT; B1; B2; : : : ; Bn ` Aa proto¾e B1; B2; : : : ; Bn jsou uzavøené formule, z vìty o dedukci dostávámeT ` B1 ! B2 ! : : :! Bn ! A



4.2. VÌTA O ÚPLNOSTI 91Bez újmy na obecnosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e axiom B1 pøíslu¹í k Henki-novì konstantì, její¾ øád je vìt¹í nebo roven øádùm konstant, ke kterým pøíslu¹íaxiomy B2; : : : ; Bn. Nech» B1 je tvaru (9x)D ! Dx[d]. Podle pøedpokladuo øádech Henkinových konstant d není obsa¾ena ve formulích B2; : : : ; Bn apøirozenì ani ve formuli A. Proto¾e T neobsahuje ¾ádný axiom o konstantì d ,pou¾ijeme vìtu o konstantách a odvodímeT ` ((9x)D ! Dx[w])! (B2 ! : : :! Bn ! A)kde w je nová promìnná. Potom pravidlem zavedení 9 dostávámeT ` (9w)((9x)D ! Dx[w])! (B2 ! : : :! Bn ! A)a prenexní operacíT ` ((9x)D ! (9w)Dx[w])! (B2 ! : : :! Bn ! A)Z Vìty o variantách plyne` (9x)D ! (9w)Dx[w]a pomocí pravidla modus ponens odvodímeT ` B2 ! : : :! Bn ! AOpakováním tohoto postupu nakonec odvodíme, ¾e A je vìtou T . Tím je Vìtadokázána.Popí¹eme metodu jak získat úplné roz¹íøení teorie. K tomu potøebujeme jedenz principù maximality z teorie mno¾in, který zde uvedeme bez dùkazu. Nejprveuvedeme potøebné pojmy.Je-li S nìjaká mno¾ina a B je mno¾ina nìjakých podmno¾in mno¾iny S, øí-káme, ¾e B je mno¾ina s koneènou vlastností, jestli¾e pro libovolnou podmno¾inuS � S platí, ¾e S 2 B, právì kdy¾ ka¾dá koneèná podmno¾ina S 0 � S jeprvkem B. Øíkáme, ¾e S je maximální prvek mno¾iny B vzhledem k inkluzi,jestli¾e ¾ádná nadmno¾ina S 0 � S; S 6= S 0 není prvkem B.4.24 Princip maximality (Teichmüller, Tukey). Ka¾dá neprázdná mno-¾ina podmno¾in nìjaké mno¾iny S s koneènou vlastností má maximální prvekvzhledem k inkluzi.4.25 Vìta (Lindenbaum) Ka¾dá T bezesporná teorie T , má úplné roz¹íøeníse stejným jazykem.Dùkaz. Nech» T je bezesporná teorie s jazykem L. Nech» S je mno¾inav¹ech uzavøených formulí jazyka L. Nech»B = f S j S � S; T [ S je bezesporná gMno¾ina B je èásteènì uspoøádaná inkluzí a prázdná mno¾ina je jejím prvkem,proto¾e T je bezesporná. Mno¾ina B je tedy neprázdná. Uká¾eme, ¾e mákoneènou vlastnost.



92 KAPITOLA 4. PRAVDIVOST A DOKAZATELNOSTNech» S je libovolná podmno¾ina S . Je-li S 2 B , potom T [ S jebezesporná a toté¾ platí pro ka¾dou koneènou podmno¾inu S 0 � S. Je-li naopakS 62 B , potom T [ S je sporná tedy pro nìjakou formuli A platíT [ S ` (A & :A)Nech» mno¾inu S 0 tvoøí v¹echny formule z S, které vystupují v dùkazu A & :A.Potom takéT [ S 0 ` (A & :A)a T [ S 0 je také sporná teorie. To znamená, ¾e S 0 je koneèná podmno¾inamno¾iny S , která není prvkem B. Mno¾ina B má koneènou vlastnost.Nech» S0 je maximální prvek mno¾iny B, polo¾me T 0 = T [ S0. TeorieT 0 má stejný jazyk jako T , uká¾eme, ¾e je to úplná teorie. Nech» A je nìjakáuzavøená formule. Kdyby A ani :A nebyla vìtou T 0, potom :A není prvkemT 0 (ani S0 ). Proto¾e A není vìtou T 0, podle dùsledku 3.49 je T 0 [ f:Agbezesporná. To by znamenalo, ¾e S0 není maximální prvek B. Teorie T 0 jetedy úplná. Tím je vìta dokázána.4.26 Redukce a expanze struktur Je-li L0 roz¹íøení jazyka L a M0je realizace jazyka L0, redukce struktury M0 do jazyka L, kterou oznaèímeM0 jL, vznikne z M0 vynecháním tìch zobrazení a relací, které realizují funkènía predikátové symboly, které nejsou v jazyce L .Je-li M realizace jazyka L a M0 je realizace jazyka L0 , øíkáme, ¾e M0je expanze struktury M do jazyka L0, jestli¾e M = M0 jL. Obì strukturymají stejné univerzum a M0 se li¹í od M jen o realizace tìch funkèních apredikátových symbolù jazyka L0 , které nejsou v jazyce L .4.27 Lemma Nech» teorie T 0 je roz¹íøení teorie T , která má jazyk L. Je-liM0 model teorie T 0, potom M = M0 jL je model teorie T .Dùkaz. Obì struktury mají stejné univerzum, mají tedy stejnou mno¾inuv¹ech ohodnocení promìnných. Snadno se ovìøí, ¾e pro ka¾dé ohodnocení pro-mìnných e a ka¾dou formuli jazyka L platíM j= A[e] právì kdy¾ M0 j= A[e]tedy také M j= A právì kdy¾ M0 j= A (7)Je-li A axiom teorie T , potom A je vìtou teorie T 0 a podle vìty okorektnosti je M0 j= A. Tvrzení plyne ze (7).4.28 Dokonèení dùkazu vìty o úplnosti Je-li T bezesporná teorie, podleVìty 4.23 lze sestrojit Henkinovu teorii TH , která je konzervativním roz¹íøenímteorie T . Podle tvrzení (ii) lemmatu 4.22 je teorie TH také bezesporná. Podle



4.3. VÌTA O KOMPAKTNOSTI 93Vìty 4.25 existuje úplné roz¹íøení T 0 teorie TH se stejným jazykem. Proto¾eobì teorie se vztahují ke stejné mno¾inì formulí, T 0 je také Henkinova. TeorieT 0 je tedy úplná Henkinova teorie, která je roz¹íøením teorie T . Nech» M0 jemodel teorie T 0, potom podle lemmatu 4.27 je M = M0 jL model teorie T .Tím je vìta o úplnosti dokázána.4.3 Vìta o kompaktnostiJednoduchým dùsledkem vìty o úplnosti je vìta o kompaktnosti. Spolu s vìtouo úplnosti patøí k nìkolika vìtám, které v urèitém smyslu charakterizují logikuprvního øádu.4.29 Vìta o kompaktnosti Mno¾ina formulí T má model, právì kdy¾ka¾dá její koneèná podmno¾ina má model.Dùkaz. Podle vìty o úplnosti má libovolná teorie S model právì kdy¾ jebezesporná. Má-li ka¾dá koneèná podmno¾ina T 0 � T model, potom je ka¾dákoneèná podmno¾ina T 0 � T bezesporná. To znamená, ¾e také teorie T je be-zesporná, proto¾e ka¾dý dùkaz sporu pou¾ívá jen koneènì mnoho axiomù. TeorieT má tedy model. A naopak, ka¾dý model teorie T je modelem v¹ech jejíchkoneèných podmno¾in.4.30 Dùsledek Je-li T teorie s jazykem L a A je libovolná formulejazyka L, potomT j= A právì kdy¾ T 0 j= A pro nìjakou koneènou podmno¾inu T 0 � T .Dùkaz. Podle Vìty o úplnosti 4.12 (i) platíT j= A právì kdy¾ T ` Apøitom dùkaz formule A pou¾ívá jen koneènì mnoho axiomù z mno¾iny T .Na pøíkladech teorie tìles a Peanovy aritmetiky uká¾eme dvì pou¾ití vìty okompaktnosti.4.31 Pøíklady a) Nech» T je teorie tìles z Pøíkladu 4.4 b s jazykemL = f0; 1; +; �g s rovností. Je-li x promìnná, budeme termyx; (x + x); (x+ (x + x)); : : : ; (x+ (x+ (x + : : : (x+ x) : : :)))| {z }n vskyt xoznaèovat zkratkami 1 � x; 2 � x; 3 � x; : : : ; n �x a budeme jim øíkat pøirozenénásobky x.



94 KAPITOLA 4. PRAVDIVOST A DOKAZATELNOSTPøipomeòme, ¾e pøirozená èísla nemusí být prvky zkoumaného tìlesa a pøiro-zený násobek imituje souèin jako opakované pøièítání. Výraz p �x, kde p je nìjaképøirozené èíslo mù¾e zastupovat term znaèné délky. Pokud pro nìjaké nenulovépøirozené èíslo p v urèitém tìlese platí formulep � 1 = 0 (7)øíkáme, ¾e tìleso má koneènou charakteristiku. Nejmen¹í nenulové èíslo p, prokteré platí (7), je charakteristika tìlesa. Pokud pro ¾ádné nenulové p neplatí (7),øíkáme, ¾e tìleso má charakteristiku nula. Pøidáme-li k T formulep � 1 6= 0 (8)ppro v¹echna nenulová pøirozená èísla p, dostáváme axiomy teorie tìles charak-teristiky nula. Oznaème tuto teorii T 0 . Je pøirozené polo¾it si otázku, zda lzetìlesa charakteristiky nula axiomatizovat také koneèným poètem axiomù v logiceprvního øádu. Negativní odpovìï vyplývá z dùsledku 4.30.Pøedpokládejme, ¾e by nekoneèné schema axiomù (8)p bylo mo¾né nahraditjedinou formulí A jazyka L . To znamená, ¾e A je splnìna ve v¹ech tìlesechcharakteristiky nula a v ¾ádném tìlese koneèné charakteristiky. Tedy T 0 j= A apodle dùsledku 4.30 existuje koneèná podmno¾ina T 00 � T 0 taková, ¾e formuleA je splnìna v ka¾dém modelu T 00 .Pøitom T 00 obsahuje jen koneènì mnoho axiomù (8)p. Nech» r je pøirozenéèíslo vìt¹í ne¾ indexy v¹ech axiomù (8)p, které patøí do T 00 . Potom ka¾dé tìlesokoneèné charakteristiky vìt¹í ne¾ r je modelem T 00 , a proto je v nìm splnìnaformule A . V algebøe se ukazuje, ¾e existují tìlesa libovolnì velkých koneènýchcharakteristik. To znamená, ¾e axiom A necharakterizuje tìlesa charakteristikynula.b) Peanova aritmetika prvního øádu je teorie P , která vznikne z elementárníaritmetiky z pøíkladu 4.4 c pøidáním následujícího schematu axiomù indukce.Je-li A formule jazyka elementární aritmetiky a x je promìná, potom formuleAx[0] ! ((8x)(A ! Ax[S(x)]) ! (8x)A)je axiom indukce.Snadno se uká¾e, ¾e standardní model aritmetiky N je také modelem Pea-novy aritmetiky P . Je pøirozené polo¾it si otázku, zda N je (a¾ na izomor�smus)jediným modelem Peanovy aritmetiky. Z Vìty o kompaktnosti 4.29 plyne, ¾e exis-tují modely, které nejsou izomorfní se standardním modelem Peanovy aritmetiky.Takové modely nazveme nestandardní.Pro libovolné pøirozené èíslo n budeme de�novat term jazyka aritmetiky, kterýoznaèíme n .



4.3. VÌTA O KOMPAKTNOSTI 950 = 01 = S(0)2 = S(S(0))...n + 1 = S(n) = S(S(S : : : S(0) : : :))| {z }n+1 vskyt S...Termy n; n pøirozené nazýváme numerály. Je zøejmé, ¾e ka¾dé individuumstandardního modelu je realizací nìjakého numerálu.Nyní nech» jazyk Lc vznikne z jazyka L Peanovy aritmetiky pøidáním novékonstanty c a nech» Pc je roz¹íøení Peanovy aritmetiky o axiomyc 6= npro v¹echny numerály n. Potom ka¾dá koneèná podmno¾ina T; T � Pc mámodel, který vznikne expanzí standardního modelu N tak, ¾e konstantu c rea-lizujeme individuem, které není realizací ¾ádného z koneènì mnoha numerálù, okterých se mluví v T . Podle vìty o kompaktnosti existuje model M teorie Pc .Podle lemmatu 4.27 je M jL model Peanovy aritmetiky. Od standardního mo-delu se li¹í tím, ¾e obsahuje individuum, které není realizací ¾ádného numerálu.Takový model není izomorfní se standardním modelem N , je to nestandardnímodel Peanovy aritmetiky. Vìta o kompaktnosti zaruèuje existenci nestandard-ních modelù Peanovy aritmetiky, nedává v¹ak návod, jak takové modely sestrojit.Konstrukcemi modelù s nejrùznìj¹ími vlastnostmi se zabývá teorie modelù, kteráje samostatným oborem matematické logiky.



96 KAPITOLA 4. PRAVDIVOST A DOKAZATELNOST4.4 Cvièení1. Nech» t; t0 jsou termy, nech» A0 vznikne z formule A nahrazením nìkte-rých výskytù termu t termem t0 (ne v¹ak bezprostøednì za kvanti�káto-rem). Nech» seznam x1; : : : ; xn obsahuje v¹echny promìnné vyskytující seve formuli t = t0 a vázané ve fromuli A$ A0 .(a) ` (8x1) : : : (8xn) (t = t0)! (A$ A0)(b) Najdìte termy t; t0 a formule A; A0 elementární aritmetiky, kterévyhovují uvedeným podmínkám a pøitom formule(t = t0) ! (A$ A0)není splnìna ve standardním modelu aritmetiky.2. Nech» formule A0 vznikne z formule A nahrazením nìkterých výskytù pod-formule B formulí B0 . Nech» seznam x1; : : : ; xn obsahuje ka¾dou promìn-nou, která má volný výskyt v podformuli B (nebo B0 ), ale vázaný veformuli A (nebo A0 ).(a) Potom platí ` (8x1) : : : (8xn) (B $ B0) ! (A$ A0)(b) Najdìte formule A; A0; B; B0 elementární aritmetiky, které vyhovujípodmínkám cvièení tak, aby implikace(B $ B0)! (A$ A0)nebyla splnìna ve standardním modelu N .3. (a) Doka¾te tvrzení (iv) vìty 2 z x4 druhé kapitoly.(b) Najdìte formule elementární aritmetiky tvaruAx[t] $ (8x) (x = t! A) a Ax[t] $ (9x) (x = t & A)které nejsou splnìny ve standardním modelu aritmetiky.4. Nech» jazyk L0 je roz¹íøením jazyka L , nech» M0 je struktura pro L0 aM = M0jL .(a) Ka¾dý term jazyka L je také termem jazyka L0 , ka¾dá formule jazykaL je formulí jazyka L0 .(b) Mno¾iny v¹ech ohodnocení promìnných ve strukturách M a M0 jsousi rovny.



4.4. CVIÈENÍ 97(c) Je-li A formule a t term jazyka L a je-li e ohodnocení promìnnýchve struktuøe M , potom realizace termu t pøi ohodnocení e je stejnéindividuum v M i v M0 . Dále platíM j= A[e] právì kdy¾ M0 j= A[e]a M j= A právì kdy¾ M0 j= A(d) Je-li T mno¾ina formulí jazyka L a A formule jazyka L , potomM j= T právì kdy¾ M0 j= Ta T j=L A právì kdy¾ T j=L0 Akde T j=L A znamená, ¾e formule A je splnìna v ka¾dé realizacijazyka L , která je modelem T .5. Je-li T bezesporná teorie s jazykem, který má spoèetnì symbolù, potomT lze roz¹íøit do úplné teorie se stejným jazykem. Doka¾te bez pomociprincipù maximality (a axiomu výbìru).[Návod: Uka¾te, ¾e mno¾ina v¹ech formulí je spoèetná. Je-li hAn;n pøirozenéiprostá posloupnost v¹ech uzavøených formulí, indukcí sestrojte posloupnostteorií Tn , kde T0 je teorie T a Tn+1 vznikne z Tn pøidáním sentence Annebo :An tak, aby Tn+1 byla bezesporná. T 0 je sjednocení v¹ech Tn .]6. Nech» T je mno¾ina v¹ech uzavøených formulí jazyka L . Následující tvrzeníjsou ekvivalentní:(a) T je úplná teorie s jazykem L .(b) Mno¾ina v¹ech uzavøených formulí jazyka L , které jsou dokazatelnéz T je maximální bezesporná mno¾ina uzavøených formulí.(c) T je bezesporná mno¾ina a pro libovolné uzavøené formule A; Bjazyka L platíT ` A _ B právì kdy¾ T ` A nebo T ` B:7. Je-li T úplná Henkinova teorie, potom k libovolné uzavøené formuli Ajazyka teorie T existuje uzavøená formule A0 bez kvanti�kátorù taková, ¾eT ` A $ A0 .[Návod: Sestrojte A0 indukcí podle slo¾itosti formule A , kvanti�kátoryeliminujte pomocí dosvìdèujících konstant.]



98 KAPITOLA 4. PRAVDIVOST A DOKAZATELNOST8. Nech» T je úplná Henkinova teorie s jazykem L .(a) Pokud L je jazyk bez rovnosti, uka¾te, ¾e T má model takový, ¾eka¾dé jeho individuum realizuje nìjaký term bez promìnných jazykaL a dva rùzné termy jsou realizovány dvìma rùznými individui.(b) Je-li L jazyk s rovností, uka¾te, ¾e T má model takový, ¾e ka¾déindividuum je realizací nìjaké konstanty jazyka L .[Návod:(a) Sestrojte kanonickou strukturu pro T , faktorizace mno¾iny termùnení nutná.(b) Pro libovolný term t bez promìnných a promìnnou x je formule(9x) (x = t) dokazatelná (v predikátové logice). Pou¾ijte (a) a exis-tenci dosvìdèující konstanty pro uvedenou formuli.]9. Nech» L je jazyk s rovností.(a) ®ádná mno¾ina formulí T jazyka L necharakterizuje koneèné reali-zace jazyka L . Jinými slovy: pro ¾ádnou mno¾inu T formulí jazykaL neplatíM j= T právì kdy¾ univerzum struktury M je koneèná mno¾ina.(b) Najdìte mno¾inu formulí T , která charakterizuje v¹echny nekoneènéstruktury pro L .[Návod: Pøedpokládejte, ¾e T je mno¾ina formulí s uvedenou vlastností.Nech» jazyk L0 vznikne z jazyka L pøidáním spoèetnì mnoha konstant cn ,kde n je pøirozené èíslo. Nech» S je mno¾ina v¹ech formulí tvaru cn 6= cmpro n 6= m . Nech» T 0 je mno¾ina T [ S , pomocí vìty o kompaktnostidoka¾te, ¾e T 0 má nìjaký model M0 . Potom M = M0jL je nekoneènýmodel T .]10. Nech» L je jazyk s rovností, který má jediný speciální symbol < pro binárnípredikát. Uka¾te, ¾e ¾ádná mno¾ina T formulí jazyka L necharakterizujedobrá uspoøádání relací < . Jinými slovy: pro ¾ádnou mno¾inu formulí TneplatíM j= T právì kdy¾ relace <M je dobré uspoøádání univerza M .[Návod: Pøedpokládejte, ¾e mno¾ina formulí T má uvedenou vlastnost.Nech» L0 vznikne z L pøidáním spoèetnì mnoha konstant cn pro pøirozenáèísla n . Nech» S je mno¾ina v¹ech formulí tvaru cn+1 < cn pro pøirozenéèíslo n . Pomocí vìty o kompaktnosti doka¾te, ¾e T [ S má nìjaký modelM0 . Potom M = M0jL je model T , ale <M není dobré uspoøádání.]



Kapitola 5Teorie prvního øáduTeorie prvního øádu mají svou historii. Na poèátku jsou jejich axiomy formu-lovány v co nejjednodu¹¹ím jazyku a s rozvíjením teorie pøibývají nové pojmy,konstanty, operace a predikáty. Ty jsou zavádìny pomocí formulí. Cílem tétokapitoly je ukázat, ¾e zavádìní nových pojmù má pomocný charakter. Roz¹íøeníteorie, které tak vznikne je konzervativní a de�nované pojmy lze v¾dy eliminovat.Nejprve uvedeme výsledek, který charakterizuje roz¹íøení teorií pomocí mo-delù.5.1 Lemma Nech» jazyk L0 je roz¹íøením jazyka L . Nech» T je teorie sjazykem L a T 0 je teorie s jazykem L0 . Potom platí(i) T 0 je roz¹íøením teorie T , právì kdy¾ pro ka¾dý model M0 teorie T 0 jeM0 jL modelem teorie T .(ii) Je-li T 0 roz¹íøením teorie T a ka¾dý model M teorie T lze expandovatdo modelu M0 teorie T 0 , potom T 0 je konzervativní roz¹íøení teorie T .Dùkaz. (i) Je-li T 0 roz¹íøením teorie T , potom M0 jL je model teorie Tpodle lemmatu 4.27.Naopak, nech» M0 je libovolný model teorie T 0 . Uká¾eme, ¾e T 0 je roz¹í-øením teorie T . Nech» formule A je vìtou teorie T . Proto¾e M0 jL je modelteorie T , platí M0 jL j= A , odkud také M0 j= A . Tedy T 0 j= A a podle Vìty oúplnosti je A také vìtou teorie T 0 . To znamená, ¾e T 0 roz¹íøením teorie T .(ii) Nech» T 0 je roz¹íøením teorie T a nech» A je formule jazyka L , kteráje vìtou teorie T 0 . Nech» M je libovolný model teorie T a nech» M0 je jehoexpanze do modelu teorie T 0 . Potom M0 j= A podle Vìty o korektnosti 4.6odkud také M = M jL j= A . Ukázali jsme, ¾e formule A je splnìna v ka¾démmodelu teorie T , podle Vìty o úplnosti 4.12 (i) je A také vìtou T . To znamená,¾e T 0 je konzervativní roz¹íøením teorie T .99



100 KAPITOLA 5. TEORIE PRVNÍHO ØÁDU5.1 Roz¹íøení teorie o de�nici predikátuChceme-li do teorie uspoøádání z Pøíkladu 4.4 a) zavést relaci neostrého uspoøá-dání � roz¹íøíme jazyk o nový binární predikát � a pøidáme axiomx � y $ (x < y _ x = y)Chceme-li relaci � zavést do elementární aritmetiky z Pøíkladu 4.4 c), roz¹í-øíme jazyk o nový binární predikát � a pøidáme axiomx � y $ (9z)(z + x = y) (1)Toto roz¹íøení elementární aritmetiky oznaèíme E 0 . Øíkáme, ¾e (1) je de�nujícíaxiom a pravá strana (1), kterou oznaèíme D , je de�nující formule predikátu� . Ka¾dou instanci t � s formule x � y mù¾eme v E 0 nahradit formulíD0x;y[t; s] , kde D0 je vhodná varianta de�nující formule D . Nový symbol � jev E 0 de�nován a mù¾e být v pøípadì potøeby eliminován.5.2 Vìta o de�nici predikátového symbolu Nech» T je teorie s jazykemL . Nech» D je formule jazyka L a v¹echny její volné promìnné jsou mezipromìnnými x1; x2; : : : ; xn . Nech» roz¹íøení L0 jazyka L vznikne pøidánímnového n-árního predikátového symbolu p a nech» roz¹íøení T 0 vznikne z teorieT pøidáním axiomup(x1; x2; : : : ; xn)$ D (2)Potom teorie T 0 s jazykem L0 je konzervativním roz¹íøením teorie T . Navícpro libovolnou formuli B0 jazyka L0 lze sestrojit formuli B jazyka L takovou,¾e T 0 ` B $ B0Dùkaz. Nech» B0 je libovolná formule jazyka L0 a nech» D0 je variantade�nující formule D z (2) taková, ¾e ¾ádná promìnná z formule B0 není vázanáv D0 .Nech» formule B vznikne z formule B0 tak, ¾e nahradíme ka¾dou podformulip(t1; t2; : : : ; tn) formulí D0x1;x2;:::;xn[t1; t2; : : : ; tn] . Podle vìty o variantách jeT 0 ` p(t1; t2; : : : ; tn)$ D0x1;x2;:::;xn[t1; t2; : : : ; tn]a z Vìty o ekvivalenci potomT 0 ` B $ B0Nyní uká¾eme, ¾e T 0 je konzervativní roz¹íøení teorie T . K tomu staèí prolibovolnou formuli B0 jazyka L0 ukázat, ¾e z T 0 ` B0 plyne T ` B , kde B je



5.2. ROZ©ÍØENÍ TEORIE O FUNKÈNÍ SYMBOLY 101formule sestrojená popsaným zpùsobem. Je-li B0 z jazyka L , potom B0 a Bjsou shodné formule a z T 0 ` B plyne T ` B .Nech» B01; B02; : : : ; B0n je dùkaz formule B0 z T 0 a nech» pro ka¾dé i; i � nformule Bi vznikne z B0i popsaným zpùsobem. Uká¾eme, ¾e ka¾dá formule Bi jevìtou teorie T . Postupujeme indukcí podle délky dùkazu. Uva¾ujeme následujícípøípady.Je-li B0i axiom predikátové logiky kromì axiomu rovnosti pro predikát p ,potom Bi je axiom stejného druhu, je tedy vìtou predikátové logiky a také T .Je-li B0i axiom rovnosti tvaruy1 = y01 ! : : :! yn = y0n ! p(y1; : : : ; yn)! p(y01; : : : ; y0n)potom Bi je tvaruy1 = y01 ! : : :! yn = y0n ! D0[y1; : : : ; yn]! D0[y01; : : : ; y0n]a to dùsledek Vìty o rovnosti. Je-li B0i speciální axiom teorie T , tedy formulejazyka L , potom B0i je Bi a to je vìta teorie T . Je-li B0i de�nující axiom (2),potom Bi je formule D0 $ D a to je vìtou predikátové logiky a tedy také Tpodle Vìty o variantách.Je-li B0i odvozena z formulí B0j; B0k; j; k < i a B0k je tvaru B0j ! B0i ,potom Bk je tvaru Bj ! Bi a Bi je také odvozena z formulí Bj a Bkpravidlem modus ponens.Je-li B0i odvozena z formule B0j; j < i pravidlem generalizace, potom B0ije tvaru (8x)B0j a snadno se nahlédne, ¾e formule Bi je tvaru (8x)Bj a je takéodvozena pravidlem generalizace. Indukcí podle délky dùkazu jsme dokázali, ¾eformule B je vìtou teorie T . To znamená, ¾e T 0 je konzervativní roz¹íøeníteorie T . Tím je vìta dokázána.5.2 Roz¹íøení teorie o funkèní symbolyTeorii lze roz¹íøit o nový funkèní symbol dvojím zpùsobem podle toho s jakoumírou urèitosti jsou dány funkèní hodnoty. Pokusíme se to pøiblí¾it na pøíkladuaritmetiky pøirozených èísel. V aritmetice lze dokázat, ¾e ke ka¾dému pøirozenémuèíslu x existuje prvoèíslo p; p > x . Øekneme-li "nech» p je prvoèíslo vìt¹í ne¾ x",zavádíme p jako hodnotu závislou na pøirozeném èísle x, ale nezále¾í nám na tom,které ze v¹ech takových prvoèísel bude p. Mluvíme o zavedení nového funkèníhosymbolu p, který pro ka¾dé pøirozené èíslo x oznaèuje nìjaké prvoèíslo p(x) vìt¹íne¾ x. Øekneme-li "nech» p je nejmen¹í prvoèíslo vìt¹í ne¾ x", hodnotu p jsmede�novali jednoznaènì. V takovém pøípadì mluvíme o de�nici nového funkèníhosymbolu p . Oba postupy mají své oprávnìní, zavedení funkèního symbolu je jedi-nou mo¾ností v situaci, kdy umíme dokázat, ¾e pro ka¾dé x po¾adované hodnoty



102 KAPITOLA 5. TEORIE PRVNÍHO ØÁDUexistují, ale neumíme z nich ¾ádnou jednoznaènì de�novat, de�nice funkèníhosymbolu odpovídá situaci, kdy se nám to podaøí.5.3 Vìta o zavedení funkèního symbolu Nech» T je teorie s jazykemL , nech» (9y)A je formule jazyka L taková, ¾e ka¾dá její volná promìnná jenìkterá z promìnných x1; x2; : : : ; xn .Je-li T ` (9y)Anech» T 0 je roz¹íøení teorie T , které vznikne roz¹íøením jazyka L o nový n-árnífunkèní symbol f a pøidáním axiomuAy[f(x1; x2; : : : ; xn)]potom T 0 je konzervativní roz¹íøení teorie T .Dùkaz. T 0 je roz¹íøení teorie T , konzervativnost doká¾eme podle Lem-matu 5.1 (ii) tím, ¾e budeme expandovat ka¾dý model teorie T do modeluteorie T 0 . K tomu pou¾ijeme Vìtu o dobrém uspoøádání z teorie mno¾in, kteráje dùsledkem axiomu výbìru.Pøipomeòe, ¾e mno¾ina M je dobøe uspoøádaná relací < , jestli¾e ka¾dáneprázdná podmno¾ina M 0 mno¾iny M má nejmen¹í prvek vzhledem uspoøá-dání < .Vìta o dobrém uspoøádání Na ka¾dé mno¾inì existuje relace dobréhouspoøádání.Nech» M je libovolný model teorie T , nech» < je relace dobrého uspoøádánína jeho univerzu M . Podle pøedpokladu je formule (9y)A vìtou teorie T ,to znamená, ¾e pro ka¾dou n-tici individuí m1; : : : ; mn , která je ohodnocenímvolných promìnnných této formule existuje individuum m takové, ¾eM j= A[e]kde e je ohodnocení promìnných takové, ¾e e(y) = m a e(xi) = mi proi � n . Mno¾inu v¹ech takových m oznaème M(m1; : : : ; mn) a její nejmen¹íprvek oznaème min(M(m1; : : : ; mn)) .Polo¾íme-li fM0(m1; : : : ; mn) = min(M(m1; : : : ; mn)) (3)potom fM0 je realizací funkèního symbolu f a pøidáním tohoto zobrazenívznikne expanze M0 modelu M . Z de�nice (3) snadno plyneM0 j= Ay[f(x1; x2; : : : ; xn)]To znamená, ¾e M0 je model teorie T 0 . Podle lemmatu 5.1 (ii) je T 0 konzerva-tivní roz¹íøení teorie T .



5.2. ROZ©ÍØENÍ TEORIE O FUNKÈNÍ SYMBOLY 103Dùkaz vìty o zavedení funkèního symbolu je ne�nitní, opírá se o modely roz-¹iøované teorie. Tím se li¹í od dùkazu vìty o de�nici predikátu, který byl syntak-tický a �nitní. Vìta o zavedení funkèního symbolu má také syntaktický �nitnídùkaz, který je slo¾itìj¹í a opírá se o Vìtu Herbrandovu.5.4 Skolemova varianta formule Vìta 5.3 ukazuje, ¾e pomocí novì za-vedených funkèních symbolù je mo¾né eliminovat existenèní kvanti�kátory. Tutometodu pou¾il T. Skolem k dùkazu tvrzení, ¾e ka¾dá teorie má konzervativníroz¹íøení, jeho¾ speciálními axiomy jsou otevøené formule. Nejprve zavedeme po-tøebné pojmy.5.5 Univerzální a existenèní formule (i) Øíkáme, ¾e formule A jeuniverzální, je-li v prenexním tvaru a v¹echny její kvanti�kátory jsou univerzální.(ii) Øíkáme, ¾e formule A je existenèní, je-li v prenexním tvaru a v¹echnyjejí kvanti�kátory jsou existenèní.5.6 Skolemova varianta formule Je-li A uzavøená formule v prenexnímtvaru, indukcí podle poètu existenèních kvanti�kátorù v pre�xu formule A se-strojíme univerzální formuli AS v jistém roz¹íøení jazyka. Formuli AS nazvemeSkolemovou variantou formule A .(i) Je-li A univerzální, AS je formule A .(ii) Je-li A tvaru(8x1) : : : (8xn)(9y)Bkde n � 0. Nech» f je nový n-ární funkèní symbol a Ao je formule(8x1) : : : (8xn)By[f(x1; : : : ; xn)]Formule Ao má o jeden existenèní kvanti�kátor ménì ne¾ A . Formule AS je(Ao)S , kterou sestrojíme pomocí (i) a (ii).Zøejmì platíAo ` A a tedy ` AS ! A (4)5.7 Ekvivalentní a otevøené teorie (i) Nech» T a S jsou teorie sestejným jazykem. Øíkáme, ¾e T a S jsou ekvivalentní teorie a pí¹eme T � S ,jestli¾e obì teorie mají stejné vìty.T a S jsou ekvivalentní, právì kdy¾ je ka¾dý speciální axiom teorie Tvìtou teorie S a naopak. Podle Vìty o úplnosti jsou dvì teorie ekvivalentníprávì kdy¾ mají stejné modely.(ii) Øíkáme, ¾e T je otevøená teorie, jestli¾e v¹echny speciální axiomy teorieT jsou otevøené formule.5.8 Vìta (Skolem) K libovolné teorii lze sestrojit otevøenou teorii T 0 , kteráje konzervativním roz¹íøením teorie T .



104 KAPITOLA 5. TEORIE PRVNÍHO ØÁDUDùkaz. K teorii T sestrojíme nìkolik dal¹ích teorií, z nich¾ ta poslední budeotevøené konzervativní roz¹íøení teorie T . Nech» T1 je teorie se stejným jazykemjako T , taková, ¾e axiomy T1 jsou právì uzávìry prenexních tvarù formulí zT . Z Vìty o uzávìru a Vìty o prenexním tvaru je zøejmé, ¾e T a T1 jsouekvivalentní teorie.Nech» T2 vznikne z T1 tak, ¾e ke ka¾dému speciálnímu axiomu A z T1roz¹íøíme jazyk o nové funkèní symboly ze Skolemovy varianty AS a pøidámeformuli AS jako nový axiom. Potom T2 je konzervativní roz¹íøení T1 . Ka¾dýdùkaz v teorii T2 mù¾e pou¾ít jen koneènì mnoho nových funkèních symbolùa koneènì mnoho pøidaných axiomù. Navíc, je-li A axiom teorie T1 , potompøidáním axiomu Ao a nového funkèního symbolu vznikne podle Vìty 5.3 kon-zervativní roz¹íøení teorie T1 . Opakováním tohoto postupu doká¾eme, ¾e pøidá-ním Skolemovy varianty AS dostaneme konzervativní roz¹íøení T1 . PøidánímSkolemových variant koneènì mnoha axiomù z T1 dostáváme v¾dy konzervativníroz¹íøení teorie T1 . Proto je také T2 konzervativním roz¹íøením T1 .Nech» teorie T3 vznikne z T2 vynecháním v¹ech speciálních axiomù teorieT1 . Proto¾e (4) je dokazatelné v predikátové logice, v¹echny vynechané axiomyteorie T2 jsou dokazatelné v T3 , to znamená, ¾e teorie T2 a T3 jsou ekviva-lentní.Nech» T4 vznikne z T3 tím, ¾e ka¾dý speciální axiom T3 nahradíme jehootevøeným jádrem. Podle Vìty o uzávìru jsou teorie T3 a T4 ekvivalentní.Celkem dostávámeT � T1 a T2 � T3 � T4a T2 je konzervativním roz¹íøením T1. To znamená, ¾e T4 je konzervativním roz-¹íøením teorie T . Tím je vìta dokázána.Skolemova konstrukce otevøeného konzervativního roz¹íøení je vhodná pro te-orie s malým poètem existenèních kvanti�katorù. Má-li teorie axiomy s vìt¹ímpoètem existenèních kvanti�kátorù, popsaným zpùsobem získáme otevøené kon-zervativní roz¹íøení v málo pøehledném jazyku, který má mnoho nových funkèníchsymbolù.5.9 Vìta o de�nici funkèního symbolu Nech» L je jazyk a x1; : : : ; xn; yjsou rùzné promìnné. Nech» T je teorie s jazykem L a D je formule jazyka Ltaková, ¾e v¹echny její volné promìnné jsou mezi x1; x2; : : : ; xn; y . Nech» platíT ` (9y)D (5)T ` D! (Dy[t]! y = t) (6)Nech» L0 vznikne z L pøidáním nového n-árního funkèního symbolu f anech» teorie T 0 vznikne z T pøidáním de�nujícího axiomuy = f(x1; x2; : : : ; xn)$ D (7)



5.2. ROZ©ÍØENÍ TEORIE O FUNKÈNÍ SYMBOLY 105Potom T 0 je konzervativní roz¹íøení teorie T a k libovolné formuli A0jazyka L0 lze sestrojit formuli A v jazyce L , takovou, ¾eT 0 ` A$ A0 (8)Øíkáme, ¾e (5) je podmínka existence a (6) je podmínka jednoznaènosti pro f .Dùkaz. Nejprve popí¹eme zpùsob, jak k libovolné formuli A0 jazyka L0sestrojit formuli A tak, aby platilo (8). Nový funkèní symbol se vyskytuje jen vatomických podformulích. Staèí tedy sestrojit formuli A jen pro pøípad, ¾e A0 jeatomická formule. Obecný pøípad tvrzení (8) potom plyne z Vìty o ekvivalenci.Nech» A0 je atomická formule jazyka L0 . Postupujeme indukcí podle poètuvýskytù symbolu f ve formuli A0 . Pokud f nemá výskyt ve formuli A0 potomA je formule A0 . Má-li f výskyt ve formuli A0 uva¾ujeme nejvnitønìj¹í ztakových výskytù, tedy term f(t1; : : : ; tn) , kde termy t1; : : : ; tn ji¾ neobsahujísymbol f . Potom A0 je tvaruB0z[f(t1; : : : ; tn)]kde B0 má o jeden výskyt symbolu f ménì ne¾ A0 . Mù¾eme pøedpokládat, ¾ez je promìnná, která se nevyskytuje ani v A0 ani v de�nující formuli D . Podleindukèního pøedpokladu umíme ji¾ sestrojit formuli B v jazyku L takovou, ¾eT 0 ` B $ B0 (8')a proto mù¾eme za formuli A polo¾it formuli(9z)(D0x1;x2;:::;xn;y[t1; : : : ; tn; z] & B)kde D0 je varianta de�nující formule taková, ¾e ¾ádná promìnná vyskytující seve formuli A0 není vázaná v D0 . Potom A je formule jazyka L , uká¾eme, ¾eplatí (8). Z Vìty o variantách a (7) dostávámeT 0 ` z = f(t1; : : : ; tn)$ D0x1;x2;:::;xn;y[t1; : : : ; tn; z]a z Vìty o ekvivalenciT 0 ` (9z)(z = f(t1; : : : ; tn) & B)$ Aodkud z vìt o rovnosti a (8')T 0 ` B0z[f(t1; : : : ; tn)]$ Akde na levé stranì ekvivalence je formule A0 . Tím je (8) dokázáno.K dùkazu konzervativnosti roz¹íøení T 0 u¾ijeme Vìtu 5.3. Nech» S je teories jazykem L0 , která vznikne z T pøidáním axiomuDy[f(x1; : : : ; xn)] (9)Z pøedpokladu (5) a Vìty 5.3 plyne, ¾e S je konzervativní roz¹íøení teorie T .Uká¾eme, ¾e T 0 a S jsou ekvivalentní teorie. K tomu staèí ukázat, ¾e (7) jevìtou S a (9) je vìtou T 0 .



106 KAPITOLA 5. TEORIE PRVNÍHO ØÁDUPlatí T 0 ` f(x1; : : : ; xn) = f(x1; : : : ; xn)$ Dy[f(x1; : : : ; xn)]proto¾e je to instance axiomu (7), tedy takéT 0 ` f(x1; : : : ; xn) = f(x1; : : : ; xn)! Dy[f(x1; : : : ; xn)]Pøitom levá strana implikace je instancí axiomu identity, pravidlem modus ponensdostaneme T 0 ` Dy[f(x1; : : : ; xn)]Zbývá dokázat, ¾e axiom (7) je vìtou teorie S . Vyjdeme z následující vìty orovnosti `L0 y = f(x1; : : : ; xn)! (D$ Dy[f(x1; : : : ; xn)])a prostøedky výrokové logiky dostaneme`L0 Dy[f(x1; : : : ; xn)]! (y = f(x1; : : : ; xn)! D)odkud z (9) pravidlem modus ponens odvodímeS ` y = f(x1; : : : ; xn)! DObrácenou implikaci odvodíme z pøedpokladu (6). Zámìnou prvních dvouèlenù implikace odvodímeS ` Dy[f(x1; : : : ; xn)]! (D! y = f(x1; : : : ; xn))proto¾e S je roz¹íøení teorie T . Pravidlem modus ponens z (9) pak odvodímeS ` D! y = f(x1; : : : ; xn)Ukázali jsme, ¾e de�nující axiom (7) teorie T je vìtou teorie S . Teorie S aT 0 jsou ekvivalentní. T 0 je konzervativní roz¹íøení T , proto¾e podle Vìty 5.3 jeS konzervativní roz¹íøení T . Tím je vìta dokázána.5.10 Dùle¾itý je speciální pøípad de�nice funkèního symbolu, kdy de�nujícíformule D je tvaru y = t , kde t je term, který neobsahuje jiné promìnné ne¾x1; x2; : : : ; xn . V takovém pøípadì v¾dy platí podmínky existence a jednoznaè-nosti a jsou dokazatelné jen v predikátové logice. Tak` Dy[t]! (9y)Dje vìtou predikátové logiky a na levé stranì implikace je instance t = t axiomuidentity. Podmínka existence odtud plyne pravidlem modus ponens. Podmínkajednoznaènosti ` y = t! t0 = t! y = t0je dùsledkem symetrie a tranzitivnosti rovnosti.



5.2. ROZ©ÍØENÍ TEORIE O FUNKÈNÍ SYMBOLY 107Pøirozené násobky a numerály z Pøíkladù 4.31 a) b) byly zavedeny právìpopsaným zpùsobem, nemusíme je tedy chápat jen jako zkratky, ale jako novìde�nované funkèní symboly a konstanty.5.11 Roz¹íøení teorie o de�nice Øíkáme, ¾e teorie T 0 je roz¹íøením teorieT o de�nice jestli¾e T 0 vznikne z T koneèným poètem roz¹íøení o de�nicepredikátù nebo funkcí.Podle Vìty 5.2 a Vìty 5.9 je T 0 konzervativní roz¹íøení teorie T a proka¾dou formuli A0 jazyka teorie T 0 existuje formule A bez de�novanýchsymbolù taková, ¾e T 0 ` A$ A0 .Tato de�nice odpovídá bì¾nému postupu pøi budování nìjaké teorie. Jed-noduchý jazyk pùvodní axiomatiky se roz¹iøuje o novì de�nované symboly profunkce a predikáty, které slou¾í k pøehlednému zápisu termù a formulí. Uvedenévýsledky ukazují, ¾e ¾ádné nové vìty v pùvodním jazyce nelze z de�nic odvodita ¾e de�nované symboly mohou být v pøípadì potøeby eliminovány.



108 KAPITOLA 5. TEORIE PRVNÍHO ØÁDU5.3 Cvièení1. (Eliminace funkèních symbolù). Je-li L jazyk prvního øádu, nech» Lr je ja-zyk, který nemá ¾ádný funkèní symbol, obsahuje v¹echny predikátové sym-boly jazyka L a ke ka¾dému n -árnímu funkènímu symbolu f jazyka Lnech» Lr obsahuje (n+1) -ární predikátový symbol pf . Jazyk Lr budemenazývat relaèní verzí jazyka L , pf nazýváme predikátový symbol sdru¾enýs f .Ke ka¾dému predikátovému symbolu pf pøiøadíme dva axiomy, které na-znaèují, ¾e pf je predikátový symbol, který zastupuje funkci:Je-li f n -ární funkèní symbol a jsou-li x1; : : : ; xn; y; y0 navzájem rùznésymboly pro promìnné, k predikátu pf pøiøadíme následující axiomy(9y) pf(x1; : : : ; xn; y)pf(x1; : : : ; xn; y)! (pf(x1; : : : ; xn; y0)! y = y0)První z nich zaruèuje existenci a druhý jednoznaènost individua, které za-stupuje f(x1; : : : ; xn) . Nech» P (Lr) oznèuje mno¾inu v¹ech axiomù pøiøa-zených v¹em sdru¾eným predikátovým symbolùm jazyka Lr .Je-li M struktura pro L , nech» Mr je struktura pro jazyk Lr , kterávznikne nahrazením ka¾dého zobrazení f , které realizuje funkèní symbolf , relací pf , která je grafem zobrazení f : To znamená, ¾e pf je relace,která sestává ze v¹ech uspoøádaných (n + 1) -tic tvaru (m1; : : : ; mn; m) ,kde m1; : : : ; mn; m jsou individua taková, ¾e f(m1; : : : ; mn) = m . Øíkáme,¾e struktura Mr je relaèní verzí struktury M .Popí¹eme zpùsob, jak eliminovat funkèní symboly jazyka L :K libovolné formuli A jazyka L lze indukcí podle slo¾itosti sestrojit for-muli Ar následujícím zpùsobem:Je-li A atomická formule tvaru t1 = t2 a termy t1; t2 neobsahují ¾ádnýfunkèní symbol (tedy na obou stranách rovnosti je promìnná), potom Ar jeformule A . Je-li na pravé stranì promìnná y a t1 obsahuje funkèní sym-boly, postupujeme podle slo¾itosti termu t1 : je-li t1 tvaru f(s1; : : : ; sn)pro nìjaký n -ární funkèní symbol f a termy s1; : : : ; sn , nech» x1; : : : ; xnjsou promìnné, které se nevyskytují ve formuli A , formule Ar je tvaru(9x1) : : : (9xn) ((s1 = x1)r & : : : & (sn = xn)r & pf (x1; : : : ; xn))V pøípadì, ¾e oba termy t1; t2 obsahují funkèní symboly, zvolme promìn-nou x , která se nevyskytuje ve formuli A a formuli Ar pí¹eme ve tvaru(9x) ((t1 = x)r & (t2 = x)r)Je-li A atomická formule tvaru p(t1; : : : ; tn) , kde p je n -ární prediká-tový symbol rùzný od rovnosti a t1; : : : ; tn jsou termy, zvolíme promìnné



5.3. CVIÈENÍ 109x1; : : : ; xn , které se nevyskytují ve formuli A a Ar pí¹eme ve tvaru(9x1) : : : (9xn) ((t1 = x1)r & : : : & (tn = xn)r & p(x1; : : : ; xn))Jádrem problému byla eliminace funkèních symbolù z atomických formulí,ostatní pøípady jsou jednoduché:Je-li A tvaru :B , potom Ar je formule :Br . Je-li A tvaru B 2 C , kde2 zastupuje symbol !; &; _ nebo $ , potom Ar je formule Br 2 Cr .Je-li A tvaru (Qx)B , kde Q zastupuje existenèní nebo univerzální kvan-ti�kátor, potom Ar je formule (Qx)Br .Nech» Lr je relaèní verze jazyka L , nech» A je formule jazyka L a M jerealizace jazyka L . Platí:(a) Mr j= P (Lr)(b) Pokud A neobsahuje funkèní symboly, formule Ar je shodná s A .(c) Pro libovolné ohodnocení promìnných e ve struktuøe MM j= A[e] právì kdy¾ Mr j= Ar[e](d) K libovolné formuli B jazyka Lr lze sestrojit formuli Bf jazyka Ltak, ¾e pøi ka¾dém ohodnocení promìnných e v M platíM j= Bf [e] právì kdy¾ Mr j= B[e](e) Je-li N realizace jazyka Lr , která je modelem P (Lr) , potom existujerealizace M jazyka L taková, ¾e N je shodná s Mr .(f) Je-li T teorie s jazykem L a T r je mno¾ina v¹ech formulí Br prov¹echna B z T , potomT ` A právì kdy¾ T r [ P (Lr) ` A2. Nech» T je teorie s jazykem L a T 0 je teorie s jazykem L0 .(a) T 0 je roz¹íøením teorie T , právì kdy¾ L0 je roz¹íøením L a pro ka¾dýmodel M0 teorie T 0 je MjL model teorie T .(b) Je-li T 0 roz¹íøení teorie T a je-li mo¾né ka¾dý model teorie T roz¹íøitdo modelu M0 teorie T 0 , potom T 0 je konzervativní roz¹íøení teorieT .(c) Pøipomeòme, ¾e teorie T a T 0 jsou ekvivalentní, pokud T 0 je roz¹í-øením T a naopak.Teorie T; T 0 jsou ekvivalentní, právì kdy¾ T 0 je konzervativní roz¹í-øení teorie T a naopak.Teorie T; T 0 jsou ekvivalentní, právì kdy¾ mají stejné modely.



110 KAPITOLA 5. TEORIE PRVNÍHO ØÁDU3. Øíkáme, ¾e teorie T; T 0 jsou slabì ekvivalentní, jestli¾e nìjaké roz¹íøeníteorie T o de�nice je ekvivalentní nìjakému roz¹íøení teorie T 0 o de�nice.(a) K libovolné teorii T existuje slabì ekvivalentní teorie T 0 , která nemá¾ádné funkèní symboly.(b) Je-li T otevøená teorie, potom teorie T 0 z bodu (a) má za axiomyjen existenèní formule.[Návod:(a) Pou¾ijte výsledkù cvièení 1.(b) Pou¾ijte (a) a vìtu o prenexním tvaru formulí.]4. (a) U¾ijte výsledku cvièení 2 (b) k dùkazu tvrzení, ¾e roz¹íøení teoriezavedením funkèního symbolu je konzervativní.(b) Pomocí (a) a lemmatu 5 z x1 podejte nový dùkaz Herbrandovy vìty.5. Je-li A otevøená formule bez rovnosti, potom platí` A právì kdy¾ A je tautologie[Návod: U¾ijte Herbrandovu vìtu.]6. Je-li T otevøená teorie a A formule jejího jazyka, která je v prenexnímtvaru, potom T ` A , právì kdy¾ nìjaká disjunkce instancí otevøenéhojádra formule A je tautologickým dùsledkem instancí axiomù rovnosti aaxiomù teorie T .7. Je-li A vìtou teorie T , pak formule A má dùkaz, který obsahuje jen tyspeciální symboly jazyka, které se vyskytují ve formuli A a v axiomechteorie T .
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