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Kapitola 1

Uvod

Jednim z charakteristickych rysii matematiky je prace s abstraktnimi objekty jako
jsou cisla, funkce, relace, plochy, struktury, prostory a mnoho dalsich. Podobné
i (teoretickd) informatika mé své abstraktni objekty jazyky, automaty, funkce,
procedury, programy, tiidy slozitosti a jiné.

Matematicka logika dava zkoumani takovych objekti novy rozmér tim, ze
studuje jazyk informatiky nebo matematiky, zpisoby, jakymi jsou abstraktni ob-
jekty definovany, jak se s nimi pracuje a zakonitosti, kterymi se matematik nebo
informatik 1idi, kdyz uvazuje o abstraktnich objektech.

Matematicka logika je pomérné mlada disciplina, ktera vznikala v 19. stoleti
v pracich G. Boolea, B. Bolzana, G. Frege a dalsich. Prodélala bouflivy vyvoj
v prvni poloviné dvacatého stoleti, ktery byl spojen se jmény, z nichz uvedme
alespon D. Hilberta, A. Churche, G. Peana, B. Russela, A. Tarského, A. Turinga
a ktery pokracuje dodnes.

Bylo by nespravné se domnivat, ze teprve vznikem matematické logiky dostala
matematika pevny rad a logickou vystavbu. Pojem diikazu, ktery rozhodujicim
zptusobem ovlivnil vystavbu matematiky, patii jiz starovéké matematice. Zname-
nal vznik matematiky jako deduktivni védy. Pfipomenme jen znamé Eukleidovy
knihy, kde je geometrie budovana na zakladé nékolika postulatii, ze kterych jsou
postupné odvozovana vSechna dalsi tvrzeni, véty Eukleidovy geometrie. Kazda
véta musi mit dikaz, ktery vychazi z vyslovné uvedenych predpokladi a musi
ukézat, Ze tvrzeni véty je odvozeno pouze rozumovou (logickou) tvahou. Ten,
kdo dokazuje (mlcky) predpokladd, ze rozumi tomu, co je to (neforméalni) dikaz
a ze bude schopen piesvédéit o spravnosti kazdého kroku svého odvozeni. Ulohu
rozhodciho ve spornych pripadech od starovéku az do konce 19. stoleti hrala kla-
sickd logika, jejiz kone¢nou podobu zachytil Aristoteles. Matematicka logika se
ujimé své role az v dobé, kdy vrcholi snaha po presném vyjadieni zakladi mate-
matiky vyjasnénim pojmu ¢isla, funkce, mnoziny a dal$ich pojmii, které se dostaly
do popredi zadjmu jiz rozvinuté matematické analyzy, algebry a geometrie. Tyto
problémy jiz klasicka logika nebyla schopna adekvatné resit.
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Novy a necekany impuls k rozvoji matematické logiky daly paradoxy teorie
mnozin na prelomu stoleti. Otazku paradoxi, z nichz jmenujme alespon paradox
Russelliv, jiz nebylo mozné tesit prostredky klasické logiky. Prvni feSeni po-
dal Russell sdm v ramci takzvané teorie typl. Dnes nejrozsirenéjSim reSenim je
axiomaticka vystavba teorie mnozin na zakladé predikatové logiky prvniho radu.
Matematicka logika prosla od pocatku stoleti rychlym vyvojem, rozvinula mnoho
ucinnych metod, které prispély k vyjasnéni zakladi matematiky a nasly uplat-
néni v riznych oborech matematiky. Dokladem originalniho pfinosu matematické
logiky je pak i skutecnost, ze nasla uplatnéni i v modernich oborech informatiky
a v nékterych oborech techniky, které jesté neexistovaly v dobé jejiho vzniku.

Cilem tohoto textu je seznamit ¢tenafe se syntaxi a sémantikou predikatové
logiky, se zaklady jejich formélnich metod a také s omezenimi, které pouziti for-
malnich metod nutné s sebou nese. Dalsi diilezité ¢asti matematické logiky jako
jsou teorie rekurse, zabyvajici se studiem metod efektivni vycislitelnosti, teorie
modeli, ktera se vénuje studiu formalnich teorii pomoci ttid jejich modeli, teorie
dikazi, kombinatorika logika a lambda kalkul, neklasické logiky a dalsi discipliny
matematické logiky jsou mimo zamysleny ramec tohoto textu. K dalSimu studiu
matematické logiky doporucujeme monografie ... a prirucky ... .

1.1 Jazyk logiky

Matematicka logika si zaslouzi svij privlastek ze dvou divodi, jednak proto,
ze zkoumad jazyk matematiky a dalSich obori napriklad informatiky a zptsob,
jakym se v téchto oborech pracuje, jednak proto, ze k tomuto zkoumani pouziva
matematiky. Za¢neme neformdlni analyzou jazykd matematiky a informatiky,
abych ukézali jejich podstatné soucasti, které musi logika zachytit, aby mohla k
témto obortim néco platného rici.

1.1 Neformalni jazyk matematiky Matematik pracuje s mnozstvim riz-
nych objektu, at to jsou ¢isla, body, tsecky, piimky a dalsi geometrické utvary,
klad s jazyky v rtznych abecedéach, které jsou vlastné mnozinami slov, s abs-
traktnimi automaty a stroji, které mohou takové jazyky akceptovat, transformo-
vat nebo jinak zpracovavat. Pracuje také s tiidami slozitosti, které si mizeme
predstavit jako mnoziny jazyki a s dalsimi pojmy.

Nékteré objekty maji své vlastni jméno, napriklad nula, imaginarni jednotka,
prazdné slovo, identické zobrazeni, zretézeni slov, které oznacuje jeden zcela ur-
¢ity objekt. K oznaceni téchto specidlnich objekti se pouzivaji ustalené symboly,
napiiklad 0, i, ¢, id, *, kterym tikdme konstanty.

Pouzivaji se vSak i obecnd jména, kterd urcuji povahu objektu, naptiklad
¢islo, bod, ¢tverec, ale nijak neurcuji o které cislo, bod nebo ¢tverec se jedna.
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Takova obecnd jména se pouzivaji i v bézném jazyce, kterym mluvime. K ozna-
ceni takovych obecnych jmen se pouzivaji symboly, kterym fikame promeénneé.
Jde zpravidla o proménné z konce abecedy z,v, z, ... ¢asto s riznymi indexy. Pti
praci s objekty matematik, informatik nebo technik pouzivaji operace, napriklad
pracujeme-li s ¢isly pouzivame operace souctu, souc¢inu nebo rozdilu, pracujeme-li
se slovy pouzivame zietézeni. Tyto operace maji své zvlastni oznaceni napriklad
+, -, — nebo *. Operace naptiklad zietézeni je vlastné zobrazeni, které dvéma
objektiim (sloviim) pfifazuje dal$i objekt, slovo, které je jejich zietézenim. V
tomto pripadé je operace zietézeni funkci na mnoziné usporadanych dvojici slov.
Jazyk logiky bude tedy obsahovat symboly pro operace, kterym budeme fikat
funkcni symboly. Kazdému funkénimu symbolu je pfifazeno ptirozené ¢islo, které
vyjadiuje takzvanou Cetnost symbolu, to znamend pocet argumentii, na které je
symbol aplikovan. Je-li ¢etnost symbolu rovna prirozenému cislu n, fikime také,
ze symbol je n-arni. Pro cetnosti n,n < 3 se poziva vzitych nazvi, symboly s
cetnosti jedna se nazyvaji undrni, symboly s cetnosti dva se nazyvaji bindarni a
s Cetnosti tii se nazyvaji ternarni. Tak funkce S néslednika ptirozeného cisla,
S(n) = n+1 je unarni, a soucet a soucin jsou funkce binarni. V obecném pripadé
se setkavame s n-arnimi funkéimi symboly, které oznacuji funkce n proménnych.
Je prirozené chapat konstanty, které oznacuji urcity objekt nezdvisle na jinych
objektech jako 0-arni funkce, tedy funkéni symboly, které nevyzaduji zadny ar-
gument.

Matematik vyjadiuje také vztahy mezi objekty, naptiklad “cislo = je rovno
dvojnasobku cisla y” nebo "cislo y je mensi nez jedna”. Pro tyto vztahy se pouziva
ustaleného oznaceni = a <, potom vyrazy

r =2y y <1 (1)

jsou symbolickym vyjadirenim vztahii mezi ¢isly x a y, které jsme uvedli v Gvo-
zovkach.

Povsimnéme si, ze kazdy z vyrazi (1) zastupuje holou vétu ¢eského jazyka. V
daném pripadé slo o vztah mezi dvéma ¢isly = a y respektive y a 1. Jsou mozné
mezi tfemi ¢isly. Jazyk logiky bude obsahovat symboly, které vyjadiuji vztahy
mezi objekty. Budeme jim tikat predikdtové symboly. Ke kazdému predikatovému
symbolu je dano prirozené cislo, ¢etnost symbolu, které udava pocet jeho ar-
gumenti. Tedy symboly = a < jsou bindrni, vyjadiuji vztah mezi dvéma cisly.
Obecné se mizeme setkat s n-arnimi predikatovymi symbolu pro n > 1. Obdobou
0-arnich funkénich symboli by mohly byt ”logické konstanty” oznacujici pravdu
symboly = a < odpovidaji slovestim ceského jazyka, maji tedy schopnost tvorit
formalni obdobu holych vét ceského jazyka.

Jazyk logiky bude obsahovat také symboly pro logické spojky, které jsou ob-

vvvvvv
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Je to obdoba vytvareni souvéti ze dvou vét. K logickym spojkam fadime symboly
& pro konjunkci, V pro disjunkci, — pro implikaci, <> pro ekvivalenci a symbol
- Pro negaci.

Uzijeme-li vyrazy (1), miizeme roli logickych spojek ilustrovat nésledujicim
prikladem

r =2y cteme "neplati x = 2-y”
r=2-y&kr <1 ¢teme v =2-y a x < 17
r=2yVz <1 Cteme "r =2-y nebo x < 17 (2)
r =2y =z <1 cteme "x =2-y implikuje v < 17
nebo “je-lix =2-y potom x < 17
r =2y xr <1 c¢teme "r =2-y prave kdyz r < 17

nebo "x =2-y je ekvivalentni v < 17

Matematika pouziva také formulace "pro kaZdé x plati ...” nebo ”existuje x
takove, Ze ...”. V téchto pripadech mluvime o kvantifikaci proménnych. Jazyk
logiky bude proto obsahovat i symboly V a 3, kterym Fikdme obecny (univerzalni
nebo velky) kvantifikdtor a existencéni (nebo maly) kvantifikdtor.

V jazyce logiky se uplatni i pomocné symboly, které uzivame ke zlepsSeni citel-
nosti vyrazi. Pomocné symboly jsou zpravidla rizné druhy zavorek (, ), [, |,
{, } atd.

Je-li x proménna, potom vyrazy

(Vz)(x < 1) ¢teme “pro kazdé x plati x < 17

(3)

”»

(Fz)(x = 2-y) Cteme “eristuje x takové, Ze v = 2-y

1.2 Symbolicky jazyk Ukazuje se, ze vSechny dilezité obraty jazyka mate-
matiky lze zachytit vhodnou volbou odpovidajicich symboli v umélém, symbo-
lickém jazyce. Matematicka tvrzeni jsou potom vyjadiena urcitymi vyrazy tohoto
symbolického jazyka. Symbolické jazyky se také nazyvaji formélni. Pro potteby
riznych matematickych teorii lze sestrojit riizné formalni jazyky.

Predchozi analyzu shrnuje néasledujici definice.

1.3 Jazyk 1. fadu obsahuje tyto symboly

® DrOMENNE X, Y, Zy L1, L2y s Y1, Y2y - kterych je neomezené mnoho;
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funkcéni symboly f, g, h, ... ke kazdému symbolu je dano prirozené
¢islo n > 0, které vyjadiuje jeho cetnost;

e predikatove symboly p, q, r, ... ke kazdému symbolu je dano prirozené
¢islo n > 0, které udava jeho Cetnost. Jazyk mize (ale nemusi) obsahovat
binarni predikatovy symbol = k oznaceni rovnosti. Je-li v jazyku obsazen,

mluvime o jazyku s rovnosti;

e logickeé spojky -, &, V, —, & vyjadiujici negaci, konjunkci, dis-
junkeci, implikaci a ekvivalenci,

e kvantifikatory ¥, 3 univerzalni a existencni;

e pomocné symboly (, ), [, ], {, 3 ...

1.4 Specidlni a logické symboly Nékteré symboly jsou spole¢né vsem for-
malnim jazyklm, protoze odpovidaji logickym konstrukcim, budeme proto nazy-
vat logické symboly. Jsou to symboly pro proménné, logické spojky, kvantifikdtory,
pomocné symboly a symbol rovnosti =, je-li v jazyku obsazen. Zbyvajici symboly,
tedy symboly pro funkce a predikaty, oznacuji specialni operace a vztahy v té,
které matematické discipliné. Budeme je nazyvat specidalni symboly. Je zfejmé,
ze jazyk je urCen jednozna¢né vyctem svych specidlnich symboli (a tim jde-li
o jazyk s rovnosti nebo bez rovnosti). Naptiklad jazyk teorie mnozin je jazyk 1.
radu s rovnosti, ktery ma jediny specialni symbol € - binarni predikatovy symbol
vyjadiujici ndlezeni prvku do mnoziny (t¥idy).

1.5 Termy a formule Ze symboli jazyka se podle jistych pravidel tvori dva
typy vyrazi,

e termy, které popisuji objekty, které vzniknou po provedeni v termu nazna-
cenych operaci,

e formule, které vyjadiuji rizna matematickd tvrzeni.
Napriklad vyraz

flg(z,y), h(z), z)

kde x, y jsou proménné a f, g, h jsou po radé ternarni, bindrni a unarni
funkéni symboly, je term. Vyrazy (1) jsou (atomické) formule.

1.6 Jazyky vysSich rada Jazyky, které jsme popsali, se nazyvaji jazyky
1. 7adu, protoze maji jen jeden typ promeénnych, kterym tikdme promenné pro
individua naptiklad cisla, prvky grupy, mnoziny a podobné. Jazyk neobsahuje
dalsi typy proménnych naptiklad pro pfirozena ¢isla, mnoziny ¢isel, funkce, relace
a dalsi typy objekti. Kvantifikovat mizeme tedy jen proménné pro individua.
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Tim se jazyky 1. radu lisi od jazyka vyssich radi, kde napiiklad jazyk takzvané
slabé logiky 2. fadu ma kromé proménnych pro individua dalsi typ proménnych
pro piirozend ¢isla (nebo obecnéji pro konené mnoziny individui), které také
dovoluje kvantifikovat. Jazyky 2. faddu obsahuji proménné pro mnoziny individui,
proménné pro funkce a relace a dovoluji kvantifikovat kromé individui i mnoziny
individui a funkce a relace na universu individui. Logika, kterd pracuje jen s
jazyky prvniho tadu, se nazyva logika pruniho radu.

1.7 Vyrazova sila jazykt prvniho fadu Je fada divodi, pro které lze
logiku prvniho fadu povazovat za zdkladni jazyk matematiky. Ve srovnani s lo-
gikami vysSich radi ma jednodussi jazyk, ktery se neodkazuje k pojmu mnoziny.
Protoze jazyk teorie mnozin je prvniho rfadu, muze logika prvniho fadu slouzit
jako zakladni teorie i pro teorii mnozin. Vzhledem k tomu, ze jazyk teorie mnozin
dovoluje konstruovat vSechny matematické objekty uvnitt teorie mnozin, logika
prvniho fadu miize prostiednictvim teorie mnozin poslouzit jako logicky zaklad
pro matematiku.

1.8 Priklad Moznosti a omezeni logiky prvniho fadu budeme ilustrovat na
nékolika prikladech z algebry a teorie mnozin.

a) K popisu usporadanych mnozin vystac¢ime s jedinym specidlnim symbo-
lem < , bindrnim predikdtovym symbolem pro relaci usporadani. Pracujeme s
jazykem 1. fadu s rovnosti, ktery obsahuje jediny specialni symbol < . Céaste¢né
usporadani je charakterizovano dvéma formulemi

-(x < x)
(r <y&y <z) - o<z

Prvni z nich stanovi, ze usporadani neni reflexivni a druhé vyjadiuje tranzitivnost
usporadani.

b) Ke studiu téles je mozno pouzit jazyk s rovnosti, ktery obsahuje specialni
symboly 0, 1, + a -.Prvnidva z nich jsou konstanty oznacujici nulu a jednotku,
druhé dva jsou binarni funkéni symboly, které oznacuji operace s¢itani a nasobeni
v télese. V tomto jazyce lze vyjadrit obvyklé axiomy télesa, to ponechame ¢tenari
jako cviceni. Pomoci termt mizeme také vyjadrit takzvané prirozené nasobky. Je-
li x proménnd, budeme termy

z,(@+z),(@+(@+a),...,@+@+(@+.. . (x+2)..))

~~

n vskyt

oznacovat zkratkami 1-x, 2.z, 3-x, ...,n-x a budeme jim fikat prirozené
nasobky x. Uvédomme si, zZe prirozena ¢isla nemusi byt podmnozinou zkoumaného
télesa a prirozeny nasobek imituje soucin jako opakované pric¢itani. Vyraz p - z,
kde p je néjaké prirozené cislo mize zastupovat term znacné délky. Pokud pro
néjaké nenulové prirozené Cislo p v urcitém télese plati formule
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p-1=0 (4)

rikdme, ze téleso méa konecnou charakteristiku. Nejmensi nenulové cislo p, pro
které plati (4), je charakteristika télesa. Pokud pro zadné nenulové p neplati (4),
rikdme, ze téleso ma charakteristiku nula. Pridame-li k axiomim télesa formule

p-17§0 (5)17

pro vSechna nenulova prirozena cisla p, dostavame axiomy télesa charakteristiky
nula. Je prirozené polozit si otdzku, zda lze télesa charakteristiky nula axiomati-
zovat také koneénym poctem axiomi v logice prvniho fadu. Negativni odpovéd
vyplyva z nésledujiciho tvrzeni.

1.9 Véta Kazda kone¢na mnozina formuli jazyka prvniho radu, které jsou
splnény ve vSech télesech charakteristiky nula, je splnéna i ve vSech télesech dosti
velké konecné charakteristiky:.

Konec¢na mnozina formuli jazyka prvniho rfadu tedy nemiize rozlisit mezi té-
lesy charakteristiky nula a télesy nékterych konec¢nych charakteristik. Tato véta
je disledkem takzvané véty o kompaktnosti logiky prvniho fadu, se kterou se
seznamime pozdéji. Télesa charakteristiky nula bychom mohli charakterizovat je-
dinou formuli, kdybychom prekrocili ramec jazyka prvniho radu, zavedli novy
typ proménnych pro prirozend ¢isla a dovolili jej kvantifikovat. Tim by vznikl
jazyk takzvané slabé logiky druhého radu, ktery algebra bézné pouziva. Je-li p
proménnd pro pfirozend ¢isla, potom nekoneénou mnozinu formuli 1. fadu (5),
lze nahradit jedinou formuli

(Vp)p # 0 — p-1 # 0)

slabé logiky druhého tadu. Vyjadrovaci prostfedky slabé logiky druhého tadu
jsou silnéjsi nez vyjadrovaci prostiedky logiky prvniho fadu. Z toho, co jsme
fekli o diikazu véty 1.9 pak plyne, Ze véta o kompaktnosti (pro logiku prvniho
radu) jiz nemuze platit pro slabou logiku druhého Fadu. Zistaneme-li u jazyka a
logiky 1. fadu, poznamenejme, ze nékteré vlastnosti téles, napiiklad to, ze téleso
je Archimedovské, nelze v tomto jazyce vyjadrit ani nekone¢nym poc¢tem formuli.
Zajimavym negativnim dusledkem takzvané Lévenheimovy a Skolemovy véty pro
logiku prvniho tadu je i nasledujici tvrzeni

1.10 Véta Zadna mnozina formuli jazyka prvniho fadu teorie téles neurcuje
téleso redlnych ¢isel jednoznacéné (az na izomorfismus).

Diilezitou charakteristikou télesa realnych ¢isel je totiz véta o supremu, ktera
mluvi o mnoziné redlnych c¢isel a redlném cislu - jejim supremu. Tato véta muze
byt vyjadiena formuli jazyka druhého tadu, ktery ma k dispozici i proménné
pro mnoziny individui, zde tedy redlnych c¢isel. Octli bychom se tedy v logice
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druhého radu. Uvedené vysledky se stoupajici gradaci ukazuji na omezeni dana
jazykem prvniho radu. Mize tedy logika prvniho raddu vyhovét vSem pozadav-
kiim tak, aby byla spolehlivym vychodiskem ke studiu matematiky, informatiky
a dalsich obort? Driive nez odpovime, pripomenme jiz uvedené priklady. K po-
pisu téles charakteristiky nula chybéla jazyku prvniho fadu moznost pracovat
vedle proménnych pro individua (prvky télesa) jesté s proménnymi pro pfirozenda
¢isla. Tuto moznost nabizela slaba logika druhého Fadu. V ptipadé Archimedov-
skych téles a véty o supremu Slo o to, ze vedle promennych pro individua nebyla
moznost pracovat s proménnymi pro mnoziny individui. Tuto moznost nabizi az
logika druhého radu. V obou ptipadech je ziejmé, Ze siln€jsi logika v sobé zahr-
nuje néjaky fragment teorie mnozin. To nemusime povazovat za adekvatni feseni.

Tyto obtize odpadnou, budujeme-li matematiku v teorii mnozin, tedy v teorii
s jazykem prvniho radu. Takové feSeni je elegantnéjsi, misto, abychom piimi-
chavali potrebny fragment teorie mnozin k logice, kterou chceme ponechat co
méana jako nejobecnesi rdmec pro vystavbu matematiky a je sama teorii prvniho
radu. S teorii mnozin muze logika prvniho fadu bez obtizi pracovat. Vracime se
k nasi pocatecni tézi, ze logika prvniho radu mize byt adekvatnim nastrojem
ke studiu matematiky a informatiky. Tato téze je plné opravnéna, pokud bu-
dujeme matematiku a informatiku uvnitt teorie mnozin. Tento fakt ukazuje na
specifickou ulohu teorie mnozin jak ve vztahu k matematice tak k (teoretické)
informatice. Pfedchozi tivaha naznacuje moznost, redukce nékterych logickych
systémi vysSsiho radu do logiky prvniho fadu prostifednictvim teorie mnozin.

1.2 Formalni systém logiky prvniho radu

Popsali jsme jazyk prvniho fadu a naznacili jsme jaké jsou jeho vyjadrovaci moz-
nosti. Ze symboli jazyka tvorime podle presnych syntaktickych pravidel dvé di-
lezité tiidy slov termy a formule. Zatim se spokojime s konstatovanim, ze termy
jsou vyrazy, které oznacuji urcita individua, ktera jsou vysledkem v termu nazna-
cenych operaci, a formule jsou vyrazy, které symbolicky zachycuji matematicka
tvrzeni. Nékteré formule vybirame jako zakladni tvrzeni - aziomy, abychom z
nich odvozovali dalsi dusledky. Axiomy a z nich odvozené dusledky nazyvame
souhrnné vety. Kazda véta musi mit dikaz, ktery je odvozen z axiomi pouze
rozumovou (logickou) vahou. Takové vymezeni klade dvé pfirozené otazky

e Lze pojem dikazu definovat?

e Jakd jsou logicka pravidla, kterymi se odvozovani 1idi?
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Odpovéd na prvni otdzku je snadnéjsi, protoze jsme jiz zavedli pojem jazyka
prvniho radu, ktery je jazykem symbolickym a formule vyjadiujici matematicka
tvrzeni jsou slova - kone¢né posloupnosti symboli tohoto jazyka. Prirozeny jazyk,
kterym budeme mluvit o diikazech, popripadé o zkoumané axiomatice (teorii), je
odliSen a zlstava v roli takzvaného metajazyka. Metajazyk je tedy jazyk, kterym
se mluvi o symbolickém jazyku, jeho konstrukcich, dikazech a zkoumané teorii.
Timto rozliSenim se vyhneme nebezpeci sémantickych paradoxt, které mohou
vzniknout pouziva-li se prirozeny jazyk v obou rovinach, jako jazyk teorie a sou-
¢asné jako jazyk, kterym o teorii mluvime (paradox lhafe a dalsi).

Zvoleny pristup také zdiuraznuje finitni hledisko, predmétem studia jsou termy
a formule, tedy kone¢né posloupnosti symboli, které mame alespon v principu
plné pod kontrolou. Dikazy - jak uvidime pozdéji - jsou posloupnosti formuli
sestavené podle presnych syntaktickych pravidel: kazda formule dikazu je bud
axiom nebo je odvozena z nékterych formuli, které ji predchézeji, podle nékterého
odvozovaciho pravidla. Nyni jiz mame pohromadé vSechny soucasti formalniho
systému logiky, které lze identifikovat ve vSech logikach, nejenom v predikdtové
logice prvniho radu, které je vénovana tato kniha.

2.1 Formalni systém logiky sestava ze tii slozek, kterymi jsou

e jazyk z jehoz symboli vytvarime konecné posloupnosti, slova zejména termy
a formule,

e axiomy, tedy jisté formule, které prijimame jako zékladni tvrzeni a

e odvozovaci pravidla Jsou to syntaktickd pravidla, kterymi se z konecného
poc¢tu formuli mechanicky odvodi dalsi formule, jejich dusledek.

2.2 Dikaz ve formalnim systému je konecna posloupnost formuli, jejiz
kazdy ¢len je bud axiom nebo formule, ktera je odvozena z nékterych predchozich
formuli pomoci nékterého odvozovaciho pravidla. Rikdme, Ze néjaka formule A
je vetou formdlniho systému nebo ze formule A je dokazatelnd, jestlize existuje
dikaz, jehoz poslednim ¢lenem je formule A.

Uvedend definice vcelku idedlnim zptisobem formalizuje intuitivni pojem di-
kazu. Odvozovani vychazi z axioml a postupuje podle presnych syntaktickych
pravidel, kterd jsou mechanicky kontrolovatelna v kazdém kroku. To je odpoved
na nasi prvni otazku.

Na rozdil od prvni otazky predstavuje druhd mnohem hlubsi problém a méa
i filozoficky rozmér. V intuitivnim pojeti diikazu se jednotlivé kroky odvozuji z
predchozich kroki (a axiomi) jen rozumovou (logickou) tivahou. Ta je ve formél-
nim dikazu zastoupena volbou odvozovacich pravidel a axiomu logiky. Stojime
tedy pred otazkou, jaké axiomy logiky a jaka odvozovaci pravidla mame zvolit. Je-
jich volbou ovliviujeme tiidu formuli, které lze ve vytvareném formalnim systému
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dokazat. Predikatova logika tesi tuto otazku pragmaticky odkazem na sémantiku.
Axiomy logiky vybira z univerzdlné platnych formuli, to znamena z formuli, které
jsou pravdivé pii kazdé interpretaci symboli jazyka. Logika tedy nepreferuje né-
které interpretace pred jinymi. Odvozovaci pravidla jsou volena tak, aby byla
korektni, to znamend, aby z pravdivych formuli odvozovala formuli, ktera bude
opét pravdiva.

Je zfejmé, ze mnozina vSech univerzalné platnych formuli je maximum toho,
co by mél k ni konstruovany formalni systém dokazat. Korektnost odvozovacich
pravidel a volba axioml z mnoziny univerzalné platnych formuli zarucuje, ze
mnozina vét formalniho systému bude podmnozinou mnoziny vSech univerzalné
platnych formuli. Pokud se ndm podari zvolit axiomy a odvozovaci pravidla tak, ze
mnozina vét je totozna s mnozinou vSech univerzalné platnych formuli fikdme, ze
takovy formalni systém je tiplny. Uplnost je diileZitou charakteristikou formalniho
systému, protoze zarucuje, ze pojem dokazatelnosti se kryje s pojmem univerzalni
platnosti, které se také rika logickd platnost. Neni to ovSem véc samoziejma.

Nyni miizeme pristoupit k vykladu predikatové logiky prvniho fadu. Je tcelné
rozdélit vyklad do nékolika etap, které odpovidaji ucelenym castem logiky a maji
i své vzité nazvy. V prvni etapé se budeme zabyvat formalnim systémem, ktery
popisuje vlastnosti logickych spojek a ktery se nazyva wvyrokovd logika. V dalsi
etapé pridame axiomy a odvozovaci pravidla pro kvantifikatory, tim vznikne pre-
dikatova logika bez rovnosti. Nakonec pridame axiomy pro predikat rovnosti, ktery

Vv

dikdtova logika s rovnosti.

V kazdé etapé se nejprve seznamime se sémantikou daného jazyka a budeme
presné definovat pojmy pravdivosti formule a korektnosti odvozovacich pravidel,
na které jsme se zatim odvolavali bez bliz§iho vysvétleni. Pro kazdy formalni
systém dokazeme také vétu o tplnosti.



Kapitola 2
Vyrokova logika

Vyrokova logika zevrubné zkoum4 syntax a sémantiku formuli, které vzniknou po-
moci logickych spojek. Pritom odhlizi od dalsich symboli jazyka prvniho fadu,
zejména od predikdtovych symboli a kvantifikatorti. Tim vyrokovéa logika pfi-
pominé rozbor souvéti prirozeného jazyka, pii kterém se nepoustime do rozboru
jednotlivych vét souvéti. Ty chapeme jako nedélitelny celek, jako zakladni kompo-
nenty souvéti. Zavedeme proto jazyk vyrokové logiky jako jednodussi verzi jazyka
prvniho fadu, kterd odpovida této situaci. Formule, které ve vyrokové logice nelze
analyzovat, protoze nejsou sestrojeny jen pomoci logickych spojek budou v jazyce
zastoupeny mnozinou takzvanych prvotnich formuli, které jsou zakladnimi kom-
ponentami vSech formuli vyrokové logiky. Kazda formule vyrokové logiky vznikne
z konec¢ného poctu prvotnich formuli za pouziti logickych spojek.

2.1 Vyrokové formule

V této kapitole definujeme jazyk a formule vyrokové logiky, probereme séman-
tiku vyrokové logiky, zavedeme formalni systém vyrokové logiky, jeji axiomy a
odvozovaci pravidlo modus ponens a dokdzeme nékteré jednoduché véty vyro-
kové logiky. Z hlubsich vysledki dokdzeme vétu o kompaktnosti, véty o tplnosti
vyrokové logiky a véty o standardnich tvarech formuli vyrokové logiky.

2.1 Prvotni formule Necht P je neprazdna mnozina, jejiz prvky mohou
byt slova néjakého formalniho jazyka nebo jen pismena p, ¢, r, p1, p2, p3, ...
Prvky mnoziny P budeme nazyvat prvotni formule.

2.2 Jazyk vyrokové logiky Jazyk Lp wvyrokové logiky nad mnoZinou P
obsahuje prvky mnoziny P a dale symboly pro logické spojky — — (negace), &
(konjunkce), N (disjunkce), — (implikace)a <> (ekvivalence). Jazyk Lp
jesté obsahuje pomocné symboly (zévorky). Rikame, ze P je mnoZina prvotnich
formuli jazyka Lp.

13
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2.3 Vyrokové formule jazyka Lp definujeme pomoci nésledujicich syntak-
tickych pravidel.
(i) Kazda prvotni formule p € P je vyrokova formule.
(ii) Jsou-li vyrazy A, B vyrokové formule, potom vyrazy
-A, (A&B), (Av B), (A— B), (A+ B)
jsou vyrokové formule.
(iii) Kazda vyrokova formule vznikne koneénym poétem uziti pravidel (i) a (ii).

formuli jiz sestrojenych. Jde o induktivni definici opirajici se o konstruktivni pra-
vidla (i), (ii) a uzaviraci klauzuli (iii), kterd zarucuje, ze kazda vyrokova formule
je konecné slovo.

2.4 Ptiklad Je-li P = {p, ¢, r, s} mnoZina prvotnich formuli, potom
vyrazy

D, q, T jsou vyrokové formule podle (i)

(p VvV q)a(p&q) jsou vyrokové formule podle (ii)
a nakonec

((p Vg — (p&q) je vyrokova formule podle (ii)

VS8echny formule, které jsme pii konstrukei posledni z nich sestrojili, tedy
vCetné ji samé, nazyvame podformulemi formule ((p V ¢) — (p & ¢q)). Mizeme
fici, ze podformule néjaké formule je kazdé jeji podslovo, které je samo formuli.
Rikame, Ze né&jaka podformule je vlastni, je-li kratsi nez dana formule.

Podobné bychom se presvédcili ze vyraz
P = (¢ = (r— 9))
je vyrokova formule, jejiz vlastni podformule jsou
p7 q7 r’ S
(r — s)a(g — (r — s))
Snadno se nahlédne, ze vyrazy
ppr, (= p) a (=-—
nejsou vyrokové formule.
2.5 Umluva Pomocné symboly, které pouzivime pii zapisu formuli slouzi

predevsim k lepsi Citelnosti téchto vyrazi. Definice 2.3 stanovi psani zavorek
jednoznacne. Pti psani zavorek si mtizeme dovolit urcitou volnost pokud to nebude
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na Ujmu srozumitelnosti. Je napriklad obvyklé vynechavat krajni parové zavorky,
které jsou definici formule predepsany, ale ve skutecnosti nic neoddéluji. Piseme
napriklad

(p&gq) vV r misto (p&q) Vv r)
p&yq) —r misto (

V nékterych pripadech se také prijima konvence doplhovani chybéjicich zavo-
rek pri kumulaci doprava. Pak piseme

pL— P2 — ... > p, misto (p1 = (p2 = ... Pno1— Pn)---))
Podobné amluvy lze zavadét podle potieby.

2.2 Sémantika vyrokové logiky

Sémantika vyrokové logiky zkouma pravdivost vyrokovych formuli. Podle defi-
nice 2.3 jsou vyrokové formule konstruovany nad mnozinou prvotnich formuli.
Pritom prvotni formule jsou ty podformule vyrokovych formuli, které ve vyro-
kové logice neanalyzujeme, jejich pravdivost ¢i nepravdivost tedy musi byt dana
zvnéjsku zobrazenim, které nazyvame pravdivostni ohodnoceni. Pravdivost ostat-
nich formuli pak mize byt odvozena z pravdivosti zdkladnich podformuli a ze
sémantiky pouzitych logickych spojek.

2.6 Sémantika vyrokovych formuli Necht P je mnozina prvotnich formuli
jazyka Lp vyrokové logiky. MnozZina pravdivostnich hodnot je dvouprvkova a
sestava z hodnot 1 (true) a 0 (false).

(i) Pravdivostni ohodnoceni (valuace) prvotnich formuli je zobrazeni v : —
{0, 1}, které kazdé prvotni formuli p € P ptifadi hodnotu 0 nebo 1.

(ii) Pravdivostni ohodnoceni v lze jednozna¢né rozsitit na vSechny formule ja-
zyka Lp. Indukci podle slozitosti formule A definujeme rozsiteni ¥ zobrazeni v
predpisem

v(A) = v(A) je-li A prvotni formule
v(=A) =0 je-li 7(A) =1

=1 je-li T(A) = 0
T(A&B) =1 je-li 5(A) = 7(B) =1

=0 jinak
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T(AV B) =0 je-li 7(A) =7(B) =0
=1 jinak

(A —- B) =0 je-li 1(A) =1 a 7(B) =0
=1 jinak

(A < B) =1 je-li 5(A) = T(B)
=0 jinak

Rikdme, ze ©(A) je pravdivostni hodnota formule A pii ohodnoceni v.
Formule A je pravdivd pri ohodnocent v , je-li 5(A) = 1 jinak je nepravdivd.

2.7 Tautologie a splnitelné formule (i) Rikdme, 7e formule A je tauto-
logie, je-li pravdiva pii kazdém ohodnoceni prvotnich formuli.

(ii) Formule je splnitelnd, je-li pravdiva pii néjakém ohodnoceni prvotnich
formuli. Ohodnoceni v , takové ze T(A) = 1 nazyvame modelem formule A.

(iii) Mnozina formuli T je splnitelnd, jestlize existuje pravdivostni ohodno-
ceni v, takové ze kazda formule A z mnoziny T je pravdiva pii ohodnoceni
v. Takové ohodnoceni v nazyvame modelem mnoZiny formuli T.

(iv) Rikame, 7e formule A je tautologickym disledkem mnoZiny formuli T
a piseme T | A, je-li formule A pravdiva pii kazdém ohodnoceni, které je
modelem mnoziny 7. Je-li T prazdna mnozina, piSeme kratce = A. V tomto
pripadé je A pravdiva pii kazdém ohodnoceni, to znamena, ze A je tautologie.

2.8 Definice 2.7 davd moznost rozhodnout o kazdé formuli zda je ¢i neni
tautologii. Napriklad formule

AV -A (zékon vylouceného tietiho)
(A& —A) (vylouceni kontradikce)
(A& B) <> (A V = B)

(de Morganova pravidla)
-(AV B) < (A& B)
=A< A (zdkon dvojité negace)

2.9 Snadno se zjisti, ze pro libovolné ohodnoceni v prvotnich formuli a
libovolné formule A, B, je-li 7(A) = (A — B) = 1 potom také T(B) =
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1 . Jak uvidime pfi studiu formélniho systému vyrokové logiky, tato vlastnost
implikace zarucuje korektnost odvozovaciho pravidla modus ponens.

Odtud také plyne, Ze pro libovolnou mnozinu formuli 7,z T E A a
TE A — B plyne T = B.

2.10 Véta o kompaktnosti vyrokové logiky Mnozina formuli 7' je
splnitelné, pravé kdyz je splnitelna libovolna konec¢nd podmnozina 17, C 7.

Diikaz. a) Je-li T splnitelna, pak existuje ohodnoceni v, které je modelem
mnoziny 7. Totéz ohodnoceni je pak také modelem kazdé konecné podmnoziny
Ty mnoziny 7T

b) dikaz obracené implikace je mozné provést matematickou indukei, pokud
se omezime na pripad, kdy je mnozina prvotnich formuli a tedy také mnozina
vsech formuli vyrokové logiky nejvyse spocetna. Provedeme diikaz, ktery pouziva
vétu o kompaktnosti souc¢inu kompaktnich topologickych prostori. Ten nepred-
poklada zadné omezeni mohutnosti mnoziny prvotnich formuli. Véta o kompakt-
nosti soucinu topologickych prostori, ktera dava i jméno dokazované vété vsak
sama predstavuje urc¢itou formu axiomu vybéru. Poznamenejme, 7e s nespocet-
nou mnozinou prvotnich formuli bychom mnoho nedokézali, kdybychom nebyli
schopni jeji prvky dobre usporadat.

Dvouprvkovd mnozina {0, 1} pravdivostnich hodnot je sama kompaktnim
prostorem s diskretni topologii. Je-li P mnozina vSech prvotnich formuli, po-
tom kartézsky soucin [[,ep{0,1} P exemplafi kompaktniho prostoru {0, 1}
je podle véty o kompaktnosti topologického soucinu také kompaktni topologicky
prostor. Pritom z definice kartézského souc¢inu souboru mnozin vyplyva, ze prvky
tohoto soucinu jsou pravé zobrazeni v : P — {0, 1}, tedy pravé vSechna ohod-
noceni prvotnich formuli.

Pro libovolnou formuli A muzeme definovat podmnozinu U, topologického
soucinu predpisem
Us = {v|jv: P =-{0,1}, 5(4) = 1}
Protoze pravdivostni hodnota T(A) zavisi jen na hodnotach wv(p) pro
kone¢né mnoho prvotnich podformuli formule A, je U,y oteviend mnozina.

Jejim doplnkem je mnozina U- 4, kterd je ze stejného divodu také oteviena.
Mnozina U, je tedy také uzaviena.

Podle predpokladu je kazda kone¢na podmnozina 7y mnoziny 7' splnitelné.
Je-li Ty = {A1, Ay, ..., Ay} C T, pak existuje ohodnoceni

v €Uy NUg N...N Uy,

To znamend, ze mnoziny Uu, A € T tvori centrovany systém obojetnych
mnozin v kompaktnim prostoru [[,.p{0, 1}. Z kompaktnosti potom plyne, ze
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také

N{Ua[A €T} #0

a to znamend, ze mnozina 7' je také splnitelna.

2.11 Dusledek Je-li A formule a T je mnozina formuli, potom T | A
plati, pravé kdyz existuje koneénd podmnozina 7’ mnoziny 1 takova, ze
T E A

Diikaz. Snadno se nahlédne, ze pro libovolnou mnozinu formuli S plati
S E A, pravé kdyZ mnozina S" = S U {=A} neni splnitelnd. Tvrzeni potom
plyne z véty o kompaktnosti.

2.3 Formalni systém vyrokové logiky

Jazyk vyrokové logiky je definovan a spolu s nim je zaveden i pojem formule.

2.12 Volba axioma Axiomy vyrokové logiky budeme vybirat z logicky plat-
nych formuli. Prirozenymi kandidaty na logicky platné formule jsou tautologie.
Vyrokové formule jsou sestrojeny z prvotnich formuli jen pomoci logickych spo-
jek, které maji jednoznac¢né urcenou interpretaci. To znamena, ze logicka platnost
formule mize byt zarucena jen tim, ze takovd formule je pravdiva pti kazdém
ohodnoceni prvotnich formuli. Tak jsou definovany pravé tautologie, které jsou
pravdivé bez ohledu na pravdivost ¢i nepravdivost svych prvotnich podformuli;
pravdivost tautologie je dana pouze jejim syntaktickym tvarem. Proto budeme
axiomy vyrokové logiky vybirat z mnoziny vSech tautologii.

2.13 Redukce jazyka Chceme-li isporné zvolit mnozinu axiomi, je vyhodné
redukovat pocet logickych spojek na nékolik zakladnich a ostatni spojky chapat
jako odvozené. Ukdzeme, ze je mozné zvolit negaci a implikaci za zakladni logické
spojky a ostatni spojky, konjunkci, disjunkci a ekvivalenci chapat jako spojky
odvozené. Formule (A& B), (AV B), (A <» B) budeme definovat jako zkratky
za formule vytvorené jen ze zakladnich spojek, negace a implikace.

(A& B) je zkratka za formuli ~ —(A — —B)
(A V B) je zkratka za formuli (nA — B) (1)

(A < B) je zkratka za formuli (A — B)& (B — A))
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Snadno se presvéd¢ime, ze pro libovolné ohodnoceni v prvotnich formuli se
sobé rovnaji pravdivostni hodnoty levych i pravych stran v (1). Tak napiiklad
(A & B) =7(—~(A — —B)), odkud plyne, ze

(A& B) <» =(A — —B)

je tautologie. Podobné je tomu i se zbyvajicimi dvémi zkratkami z (1). Sémanticky
jsou zkratky ekvivalentni s vyjadienim pomoci zakladnich spojek.

2.14 Volba odvozovacich pravidel Odvozovaci pravidla vyrokové logiky
volime tak, aby byla korektni, to znamena, aby z formuli pravdivych pri néjakém
ohodnoceni odvozovala formuli, kterd je pravdiva pii tomtéz ohodnoceni. Inspi-
raci najdeme v odstavci 2.9, ktery ukazuje, ze odvozovaci pravidlo modus ponens
je korektni.

2.15 Formalni systém vyrokové logiky obsahuje

e Jazyk Lp vyrokové logiky nad mnozinou prvotnich formuli P.

o Axiomy Pro libovolné formule A, B, C' jazyka Lp je kazda formule tvaru

A — (B — A) (AL)
axiomem vyrokové logiky. Déle je axiomem vyrokové logiky kazda formule

(A—- (B—-0C) = [(A— B —(A—0) (A2)
a kazda formule

(-B — —A) —» (A — B) (A3)

e Odvozovaci pravidlo (modus ponens) Z formuli A a A — B odvod
formuli B. Misto modus ponens piSeme kratce MP.

Formule (A1) - (A3) davaji navod jak z danych formuli A, B, C' sestrojit
novy axiom vyrokové logiky. Nejde tedy o jeden axiom, ale kazdé z formuli (A1) -
(A3) zastupuje nekone¢né mnoho specialnich ptipadt. Rikime proto, ze vyrokov
logika je axiomatizovana tfemi schematy axiomi (A1), (A2) a (A3).

2.16 Pojem dtkazu (i) Rikame, Ze koneéna posloupnost formuli

A, As A,
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je dikazem formule A, jestlize A, je formule A a pro libovolné i,1 <i<n
je formule A; bud axiom nebo je odvozena z predchozich formuli A;,1<j <1
pravidlem modus ponens.

(ii) Existuje-li diikaz formule A, fikdme, ze A je dokazatelnd ve vyrokové
logice nebo ze A je vétou vyrokové logiky, a pisSeme + A.

2.17 Jednoduché véty vyrokové logiky Odvodime nékolik jednoduchych
vét vyrokové logiky, které pozdéji pouzijeme k dikazu véty o tplnosti vyrokové
logiky.

A— A (vl)

Diikaz. Sestrojime posloupnost formuli, kterd bude dikazem formule (v1).

A= (A= A) > A) (2a)
FA=(A=4) = 4) > [(A—= (A= A4) = (A— A (2b)
(A= (A= A)) = (A= A) (2c)
(A= (A= A) (2d)
FA— A (2e)

Snadno se nahlédne, ze (2a) je ptipadem axiomu (Al), (2b) je piipadem axi-
omu (A2) a ze (2¢) je odvozena z (2a) a (2b) podle pravidla modus ponens. Déle
(2d) je opét ptripadem axiomu (Al) a nakonec (2e) je odvozena z (2¢) a (2d)
pravidlem modus ponens.

Posloupnost formuli napravo od F v (2a) - (2e) tedy tvoii formalni dikaz
véty (vl). Tato jednoduché formule méa dikaz, ktery obsahuje 5 krokti. Mizeme
ocekavat, ze dikazy dalsich formuli budou nartistat do délky. Bude proto uzitecné
mit tvrzeni, ktery by dovolovalo prechazet od dikazu jedné formule k dikazu
jiné formule, aniz bychom potiebovali cely formélni dikaz konstruovat. Takové
tvrzeni bude hovotit o ditkazech ve vyrokové logice, nebude to tedy formule ani
véta vyrokové logiky. Z hlediska jazyka, ve kterém bude takové tvrzeni vysloveno
se jednd o metavétu (vétu o dikazech vét vyrokové logiky). Z pragmatickych
divodi a pri zneuziti jazyka budeme toto tvrzeni nazyvat také vétou, vétou o
dedukci. Diive nez ji vyslovime, zavedeme obecnéjsi pojem formélniho dikazu.

2.18 Dukaz z predpokladi Necht 7T je mnozina formuli, necht A
je formule. Rikdme, Ze posloupnost formuli A;, A,, ..., A, je dikaz formule A z
(mnoziny predpokladi) 7', jestlize A,, je formule A a kazdé formule A;, 1 <i<n
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je bud axiom vyrokové logiky, nebo formule z T, nebo je odvozena z predchozich
formuli A;, Ao, ..., A;_1 pravidlem modus ponens. Jestlize existuje dukaz formule
A z predpokladu T, fikdme ze formule A je dokazatelnd z T a piSseme T+ A.

2.19 Véta o dedukci Necht 7' je mnozina formuli a necht A, B jsou
formule, potom

T +A— B pravékdy? T U {A} + B

Tedy implikace A — B je dokazatelna z predpokladi T pravé kdyz samotna
formule B je dokazatelnd z mnoziny predpokladi 7T rozsitené o formuli A. To
odpovida zpisobu, jakym se implikace neformalné dokazuji. Presny, ale kompli-
kovany, mnozinovy zapis predpokladii na pravé strané tvrzeni véty o dedukcei se
zpravidla zjednodusuje do tvaru 7T, A+ B.

Demonstrace.! a) Je-li T + A — B, pak existuje posloupnost formuli

Al,AQ,...,An,bA — B

kterd je dikazem formule A — B z predpokladi 7. Snadno se nahlédne, ze
posloupnost

A, Al; ---;Anfla A — B, B
je dikazem formule B z predpoklada T, A.
b) Necht A, Ay, ..., A,, je dikaz formule B z pfedpokladi T, A. Indukci
pro i, 1 < i < n dokdzeme T + A — A;. Tim pro i =n splnime ukol.

Predpokladejme, ze pro j < ¢ jsme jiz dikazy formuli A — A, sestrojili
(pro i =1 jde o prazdny predpoklad). Pro formuli A; podle definice dikazu z
predpokladi mohou nastat tii pripady.

bl) A; je axiom vyrokové logiky nebo formule z mnoziny 7. Potom sama
formule A; jako posloupnost o jediném ¢lenu je svym dikazem z predpokladia
T'. Dale formule

je pripadem axiomu (Al), je dokazatelnd ve vyrokové logice a tim spiSe z pred-
pokladi 7. Potom posloupnost formuli

je dikazem A — A; z predpokladd 7 (uzij modus ponens na prvni dvé
formule).

! Abychom slovo diitkaz nepouzivali ve dvojim smyslu jak pro formalni diikazy ve vyrokové
logice tak pro dikazy (meta)vét o diikazech vyrokové logiky, oznac¢ime neformalni dikaz véty
o dedukci slovem demonstrace.
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b2) Formule A; je formule A, potom podle (v1) je formule A — A; vétou
vyrokové logiky a tedy je také dokazatelna z predpokladi 7.

b3) Formule A; je odvozena pravidlem modus ponens z formuli A;, A, pro
néjakd j,k < i. Bez Gjmy na obecnosti mizeme pfedpokladat, ze A; je tvaru
Ar — A;. Jiz diive jsme ukazali, ze

THA— (A —A)
—_——

Aj
THA— A
a z axiomu (A2) plyne
TEA—= (A4 —4) = (A— A) - (A= 4)) (3)
Uzijeme-li dvakrat pravidlo modus ponens dostaneme
THA— A (4)

Diikaz formule (4) vznikne tim, ze spojime dikazy formuli A — A; a A — A,
do posloupnosti a na jeji konec pfiddme formule (3), (A — Ax) — (A — A4;) a
(4). Timto postupem nakonec sestrojime diikaz formule A — A,, z predpokladi
T a tim dokoncime dikaz levé strany tvrzeni véty o dedukci. Postup, ktery jsme
zvolili k diikazu druhé implikace ve Vété o dedukei se nazyva demostrace indukci
podle délky dikazu a je zalozen na tom, ze sestrojime ditkaz néjaké formule C
tim, 7ze pretvorime jiz sestrojeny dikaz nejaké jiné formule C'.

2.20 Priklad Ve slozené implikaci A — (B — (') nezalezi na pofadi
predpokladi A, B. Plyne to z véty o dedukci. Piesnéji, pro libovolnou mnozinu
formuli 7" a formule A, B, C' plati

THA—-(B—C) pravekdyz T, A BFC
prave kdyz T F B — (A — C)
Stejnym zpisobem se dokaze
THA—-B—-C) = (B—A—C0)
a veta o skladani implikact
F(A— B) - [(B—=C)— (A—= ()

2.21 Dalsi véty vyrokové logiky Pomoci véty o dedukci odvozujeme dalsi
jednoduché véty vyrokové logiky. Nesestrojujeme jiz forméalni dikazy podle defi-
nice 2.16, ale ukazujeme, ze formalni dikazy vét existuji. Budeme proto mluvit
o demonstracich misto o (formalnich) dikazech.

F -4 - (A — B) (v2)

Demonstrace.



F-A— (=B — -A)
—AF-B—-A

F (=B — -A) - (A — B)
“A-A— B

-4 — (A— B)

F-—-A4A— A

Demonstrace.

F =24 = (nA — -—-A)
——AF-A— A

F (=4 = —-—2A) - (-—A — A)
—AF-—A—- A

——AF A

F—-—A = A

2.22 Lemma

FA— A
F(A— B)— (-B — —A)
FA— (-B—-(A— B))
F(-A—A) — A

Demonstrace. (v4)

F——A = A

FA— A

2.3. FORMALNI SYSTEM VYROKOVE LOGIKY

ptipad axiomu (A1)

VD (véta o dedukei)

(v3)

(A3), (a) MP
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(v5)
- A, A BF A (v3) MP (a)
A, A= BFB (a) MP (b)
- A, A — BF——B (v4), (b) MP (c)
A BF-—A B (c) VD (d)
A BF-B A (A3), (d) MP (e)
H (A = B) = (~B — -A) (e) VD (£)
(v6)
A, A BFB MP (a)
AF (A= B)— B (a) VD (b)
AF =B — (4 > B) (vD), (A3) MP (c)
FA— (=B — —~(A— B)) (¢) VD (d)
(v7)
=4 (A4 5 (A > 4)) (v6) (2)
A F (A = A) (a) 2 x VD (b)
F oA 5 (A A) (b) VD (c)
F (A= A) > A (A3), (c) MP (d)

K dikazu véty o uplnosti vyrokové logiky budeme kromé vét (v1) - (v7)
potiebovat jesté dvé véty, které maji charakter pomocnych odvozovacich pravidel.
Protoze jde o tvrzeni o ditkazech ve vyrokové logice, maji stejny charakter jako
véta od dedukci - jsou to metavéty.
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2.23 Lemma o neutralni formuli Je-li 7" mnozina formuli, A, B jsou

formule a je-li T A+ B a T, -A F B, potom také T+ B.

Mame-li dva dikazy formule B, jeden z predpokladi 7, A a druhy z predpo-
kladt T, = A, potom existuje diikaz formule B jen z piedpoklad@i 7" . Rikdme,
ze formule A se k diikazu formule B chova neutralné.

Demonstrace. Uzitim véty o dedukci z druhého predpokladu dostavame

TH-A- B

T+ -B— --A (v5) MP
T,~BF ——A VD
T,~B+ A (v3) MP

Z prvniho predpokladu a véty o dedukci dostavame
THA—B

Tedy uzitim pravidla modus ponens na dvé predchozi formule

T,-B+ B

T, -B — B VD
F(-A—A) — A (v7)
THB MP

Néasledujici lemma spojuje dokazatelnost ve vyrokové logice s pravdivosti for-
muli. Dtive nez ho vyslovime, zavedeme nové oznaceni.

Necht v je ohodnoceni prvotnich formuli, necht B je formule, potom BY je
formule B, jestlize 7(B) =1 a B" je formule —B, jestlize 7(B)=0.

2.23 Lemma Necht v je ohodnoceni prvotnich formuli, necht A je formule.
Predpokladejme, ze vSechny prvotni podformule formule A jsou mezi formulemi
Pl, PQ, Ceey Pn Potom

PP, Py, ... P"F Av (5)
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Demonstrace. indukei podle slozitosti formule A. a) Je-li A prvotni formule,
pak je to nékterd z formuli F;, 1 <7 <n a neni co dokazovat.

b) Je-li A tvaru —B ajeli (5) pro B jiz dokdzdno, mohou nastat dva
pripady:

bl) Je-li w(B) =0, potom B” je =B, to je formule AY a tvrzeni (5)
plyne z indukéniho predpokladu.

b2) Je-li 7(B) =1, potom B" je B azinduké¢niho predpokladu dostavame

Py, Py, ....P' B
Uzijeme (v4)

F B—-B
Podle pravidla modus ponens odvodime

P, Py, ....P'F B
Nyni zbyva si uvédomit, ze ——B je formule A’ a (5) je dokdzano.

c¢) Nakonec, je-li A tvaru C' — D, kde pro formule C, D jiz bylo tvrzeni
(5) dokazano, rozliSujeme ¢tyti piipady:

cl) je-li 7(C) =7v(D) =1, potom také T(A) = 1. Z axiomu (Al) a véty o
dedukci dostavame D+ C — D . Pritom DY je D a podle indukéniho pred-

pokladu je dokazatelné z predpokladi (5). Pravidlem modus ponens odvodime
formuli C'— D a to je pravé formule A". Tim je v tomto pFipadé (5) dokazéano.

c2) je-li 7(C) =1a v(D) =0, potom 7(A) =0 Uzijeme-li (v6) a vétu o
dedukci dostavame

C, =D+ ~(C — D)

Nyni si uvédomme, ze v predpokladech jsou pravé formule Cv, DY a z nich
je odvozena formule AY. Tvrzeni opét plyne z indukéniho predpokladu.

c3-4) Oba pfipady maji spoletnou hodnotu o(C') = 0. Uzijeme-li (v2) a vétu
o dedukci, dostavame

-C+-C — D

Tvrzeni opét plyne z indukéniho predpokladu, protoze C? je formule =C' a
AY je C — D.

2.4 Véty o uplnosti

Nyni jiz mizeme dokazat takzvanou slabou formu véty o plnosti vyrokové logiky.
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2.24 Véta (Post) Pro libovolnou formuli A vyrokové logiky plati
A prave kdyz | A

Ve vyrokové logice jsou dokazatelné pravé tautologie.

Demonstrace. a) Nejprve dokazeme, ze v8echny véty vyrokové logiky jsou tau-
tologie. Provedeme to indukei podle délky dikazu. Ukdzeme, ze vSechny axiomy
vyrokové logiky jsou tautologie a z 2.9 plyne, ze pravidlo modus ponens je ko-
rektni, tedy ze ze dvou tautologii odvozuje opét tautologii. Pfi ovérovani, ze
néjaka formule je tautologie mizeme pouzit obvyklou metodu, kterd ovéiuje, ze
dané formule je pravdiva pro kazdé ohodnoceni vSech jejich prvotnich podformuli.
V radé pripadi je rychlejsi metoda neprimé, kterd analyzuje nejhorsi mozny pti-
pad. Pouzijeme ji k ovéreni, ze druhy axiom vyrokové logiky je tautologie.

Analyzujeme podminky, za kterych by existovalo ohodnoceni v, takové, ze
by formule

(A—- (B—C) - [(A— B) = (A— (0) (A2)
byla nepravdiva pti ohodnoceni v. V takovém pripadé by bylo

(A —- B) - (A —(C))=0
odkud nutné (A — B)) =1 a T(A — C)) = 0. Z posledni rovnosti
dostavame T(A) =1 a T(C) =0 . K tomu z predposledni rovnosti jesté plyne
7(B) = 1. Odtud (A — (B — C)) =0 a pfi tomto ohodnoceni musi byt
axiom (A2) pravdiva formule. Ukazali jsme, Ze neexistuje ohodnoceni, pii kterém
by axiom (A2) nebyl pravdivy. Stejny postup lze pouZit i pro zbyvajici dva typy
axiomi. Tak se ukaze, ze vSechny véty vyrokové logiky jsou tautologie.

b) Nyni ukdzeme, 7e vSechny tautologie jsou vétami vyrokové logiky. Necht

A je tautologie a necht P;, P,,..., P, jsou vSechny prvotni podformule formule
A . Zvolme pravdivostni ohodnoceni v takové, Ze
o(P)=7(P)=...=7(P,) =1

Podle lemmatu 2.23 plati
P,P,. PFA

protoze A je tautologie a je tedy pravdiva pti ohodnoceni v stejné jako prvotni
formule P;, 1 <i < n. Nyni pozméime ohodnoceni v na w tak, ze w(P,) =0
zatimco ohodnoceni ostatnich prvotnich formuli pfi v a w je stejné. Potom podle
lemmatu 2.23 dostavame

Pl; P27“‘7Pn—17 Pn A
Pla P27"'7Pn717 -P, FA

a podle lemmatu o neutralni formuli dostavame
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Pla P27"'7Pn717 A
Opakujeme-li tento postup jesté (n-1)-krat, dokdzeme Ze formule A je véta
vyrokové logiky. Tim je véta o tuplnosti dokazana.

2.25 Bezespornost vyrokové logiky Disledkem véty o tplnosti je fakt,
ze formalni systém vyrokové logiky je bezesporny. Nejdiive zavedeme samotny
pojem bezespornosti.

Rikdme, Ze formdlni systém je sporng, je-li kazda jeho formule dokazatelna.
V opacném piipadé fikame, ze formalni systém je bezesporny.

Pojem bezespornosti lze zobecnit i na mnoziny formuli. Je-li 7" mnozina
formuli néjakého formalniho systému, rikame, ze T je spornd, je-li kazda formule
(daného formélniho systému) dokazatelnd z mnoziny 7 . Jinak fikdme, 7ze T je
bezespornd.

Je ziejmé, ze formdlni systém je sporny, pravé kdyz je spornd prazdnd mno-
zina formuli. Bezesporné formalni systémy a bezesporné mnoziny formuli se také
nazyvaji konzistentni, sporné se nazyvaji inkonzistentni.

Véta o uplnosti 2.24 ztotoznila véty vyrokové logiky a tautologie. Snadno se
presvédcéime, Ze pro libovolnou formuli A formule —(A — A),(-A&A) nejsou
tautologie. Podle véty o Gplnosti zadnda z nich neni dokazatelna. To znamend, ze
formalni systém vyrokové logiky je bezesporny.

Sémantickym ekvivalentem bezesporné mnoziny je pojem splnitelné mnoziny
formuli.

2.26 Dusledek Mmnozina formuli vyrokové logiky je bezesporna, pravé kdyz
je splnitelna.

Demonstrace. a) Je-li T splnitelnd mnozina formuli a je-li ohodnoceni v
jejim modelem, potom z korektnosti pravidla modus ponens 2.9 plyne, ze kazda
formule dokazatelnd z 1" je pravdiva pri ohodnoceni v. Proto 71" nemiize byt
sporna.

b) Pokud mnozina 7 neni splnitelnd, podle véty o kompaktnosti existuje
kone¢na podmnozina {4, As,..., A,} C T, kterd je také nesplnitelna.

To znamena, ze formule
(mA; V(mAy V...V (04, VD4, ) (6)
je tautologie a je dokazatelna ve vyrokové logice.
Na druhé strané je kazda formule A; dokazatelnd z T a také
TEA&A&.. &A1& AL) .. ) (7)

Oznacime-li symbolem B formuli (7), potom podle de Morganovych pravidel
je formule (6) ekvivalentni s formuli —B. Nyni uz neni tézké ukazat, ze T je
spornd mnozina. Je-li C' libovolna formule, potom podle (v2) plati
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=B — (B — C) (8)

a dvojim uZitim pravidla modus ponens z + =B, T F B a (8) odvodime
THC.

Dokéazeme jesté silnou formu véty o uplnosti.

2.27 Véta o uplnosti vyrokové logiky Necht 7' je mnozina formuli a A
je formule. Potom plati

T+A prévekdyz Tk A

Demonstrace. a) Stejnym zpisobem jako v diikazu véty 2.24 z definice diikazu
z predpokladi, z faktu, ze axiomy vyrokové logiky jsou tautologie a z korektnosti
odvozovaciho pravidla modus ponens (2.9) dostavame, ze je-li T F A | potom
A je tautologickym dusledkem T

b) Predpokladejme, ze T |= A. Podle disledku 2.11 véty o kompaktnosti
existuje koneénd podmnozina Ty = {Ay, Ay, ..., A,} mnoziny T takova, Ze
A je tautologickym disledkem Ty . Indukei podle n se dokaze nasledujici fakt

A Ay o A E A pravekdyz EFA — (Aa— ... = (4, = A4)..)
tedy podle véty 2.24 také
FA - (A —...— (A, —A)..)
odkud plyne
Aq, Ay, ... A, E A podle véty o dedukei.
Nakonec také Tt A, protoze Ty = {A, Ay, ..., Ay} je podmnozinou T.

2.28 Véta o uplnosti v obou formach ukazuje, ze prirozeny pojem logicky
pravdivé formule, pojem tautologie a tautologického disledku se podafilo plné
charakterizovat ve formalnim systému vyrokové logiky pojmem dokazatelnosti,
tedy volbou axiomi a odvozovaciho pravidla. Odtud je odvozen i nazev téchto
vét.

Jiz véta 2.24 dovoluje rozpoznat dokazatelnou formuli, aniz bychom byli nu-
ceni konstruovat jeji diikaz. Je pouze tieba se presvédcit, ze dana formule je tau-
tologii, to znamenda vysettit pravdivostni hodnoty pfi vSech ohodnocenich jejich
prvotnich podformuli. Ma-li dana formule n prvotnich podformuli, je to celkem
2" ohodnoceni. Tato uloha je tedy exponencialné slozité.

Pokud bychom se spokojili s timto feSenim, mohli bychom na tomto misté
skoncit s vySetrovanim operace F dokazatelnosti a logického disledku a vzdy
misto ni jen zkoumat operaci |= tautologického dusledku. Chceme-li v8ak hlou-
béji proniknout do struktury dikazi vyrokové logiky, je tieba se pojmem doka-
zatelnosti jesté zabyvat.
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Dosud jsme se zabyvali jen formulemi sestrojenymi ze dvou zakladnich lo-
gickych spojek negace — a implikace —. Budeme se nyni zabyvat vSemi for-
mulemi, tedy i takovymi, které jsou sestrojeny za pomoci odvozenych logickych
spojek konjunkce &, disjunkce V a ekvivalence <. Ukazeme nékolik zakladnich
faktu.

2.29 Lemma
A& BF A A& BF B (v8)
A,BF A& B (v9)

Demonstrace. (v8)
Vyraz A& B je zkratkou za formuli —(A — —B). Podle (v2) plati

F-A— (A— -B)
odkud

F—-(A—-B)— A (v3), (v5), MP
Z véty o dedukci dostavame

A&BFA
Podobné z axiomu (A1) dostavame

- —|B—>(A—)—|B)

odkud
(A4 —-B)—B (v3), (v5), MP
tedy
A& BFB
(v9) Z (v4) dostavame
A, BF -—B

déle z (v6) pomoci véty o dedukei plyne
A, -—B —|(A — —|B)
takze celkem

A BFA&B

2.30 Dusledek Uvédomime-li si, 7ze vyraz A <+ B je zkratkou za formuli
(A— B)& (B — A), dostavame
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(i) A<+BFA—-DB

(ii) A<+BFB—A

(ii) A—-B,B—>A-A+B

(iv) JelliF A < B, potom pro libovolnou mnozinu formuli 7" plati

THA prave kdyz TH B.

2.31 Dusledek

(i) A (ALA) (idempotence)
(ii) F (A& B) < (B& A) (komutativnost)
(iii) F ((A&B)&C) <+ (A& (B&O)) (asociativnost)

iv) FA —-A—...(4, = B)..)) < (AL &A k... A,)— B)

K formulaci pravé strany ekvivalence (iv) poznamenejme, Ze na uzavorkovani
konjunkce jiz nezélezi, protoze podle (iii) je konjunkce asociativni.

2.32 Véta o ekvivalenci Necht formule A’ vznikne z formule A nahra-
zenim nékterych vyskyti podformuli Ay, As,..., A, formulemi A}, A, ... A .
Je-1i

FA <AL F A & AL 9)
potom F A<« A’
Demonstrace. Indukei podle slozitosti formule A.

a) A je prvotni formule nebo néktera z formuli Aj, As, ..., A, . Potom bud
A" je A, to v pripadé Ze k nahrazeni nedojde, nebo A’ je nékterd formule A
v piipadé, ze A je formule A;. Tvrzeni véty plyne z predpokladi (9) a (v1).

b) A jetvaru —B a pro formuli B jiz bylo tvrzeni véty dokdzéno. Tedy
- B < B', odkud - B — B’ a pomoci (v5) dostavame F A" — A. Podobné se
dokdze F A — A'.

c) A jetvaru B — C apro formule B, C jiz bylo tvrzeni véty dokézano.
Tedy
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FB<+ B FC < C'
Z dtsledku 2.30 dostavame
B — B HFC — (' (10)
Néasledujici tvrzeni je zobecnénim véty o skladani implikaci z prikladu 2.20.
FB —-B)—(B—-C)—(C—=C)— (B —=C) (11)

Podle téhoz prikladu 2.20 mtzeme zaménit druhy a treti predpoklad implikace
(11) a dvojim uzitim pravidla modus ponens z (10) dostavame

F(B—C)— (B —=C")
a to je
FA— A
Symetricky dokézeme i obracenou implikaci a tim i tvrzeni véty.

2.33 Lemma (de Morganova pravidla)
(i) - ﬁ(A&B) — (—|A \/—|B)

(i) F =(AV B) & (~A&-B)

Demonstrace. Z (v3), (v4) a dtsledku 2.30 (iii) plyne F A <» =-—=A. Uzitim
véty o ekvivalenci dokdzeme (i), (ii) se dokazuje obdobné.

F-(A&B) <» -—~(A — —B)
- < (A — —B)
H < (mAV -B)
2.34 Dusledek
(i) FA— (AV B) FB— (AV B)
(ii) FA+ (AV A (idempotence)
(i) F (AV B)<« (B V A) (komutativnost)

iv) F{(AVvB)v(C)<(AV (BVC(O)) (asociativnost)
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Demonstrace. (i) Podle definice disjunkce je = (A V B) <> (mA — B), proto
formule A — (A V B) je obdobou (v2) a B — (A V B) je pripad axiomu
(A1).

(ii) - (iv) Podle de Morganovych pravidel pro libovolné formule C, D je
= =(C V D)« (-C & —D). Tak lze dikaz (ii) - (iv) prevést na disledek 2.31.

Nésledujici véta je zobecnénim lemmatu 2.23 o neutralni formuli.

2.35 Véta o diitkazu rozborem pripadi Necht 7' je mnozina formuli a
necht A, B, C' jsou formule. Potom plati

T,AV BFC prave kdyz T A-C a 1T, BFC.
Demonstrace. a) Je-li T, (A V B) = C potom z disledku 2.34 (ii) a z véty
o dedukei také
T,A-(AVB) a T,BF (AV B)
odkud plyne tvrzeni véty.
b) Je-li naopak T, A F C a T,B F C, Podle véty o dedukei a (v5)

dostavame
T, -C + —-A, -B

odkud z (v9) plyne
T, -C +-A&—-B

Uzitim de Morganova pravidla a véty o dedukci dostavame
T, -C — —(AV B)

Odtud tvrzeni plyne z axiomu (A3), pravidla modus ponens a véty o dedukei.

2.36 Dusledek (distributivnost konjunkce a disjunkce)

i) F(AV (B&O) o (AV B)&(AV C))

(i) F (A& BV 0)) o (A&B) V (A& C))

Demonstrace. (i) a) Nejprve dokdzeme implikaci zleva doprava. Podle di-
sledku 2.34 (i) plati

AF (AV B) AF (AV Q)
tedy podle (v9)

AF(AVB)&(AVO)
Podobné z (v8)
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B&C + B B&C FC
odkud z diisledku 2.34 (i) pouzitim pravidla modus ponens dostavame
B&C AV B B&C F AV C

nakonec

B&CF (AV B)& (AV Q)

a tvrzeni plyne z véty 2.35 o dikazu rozborem ptipadi.

b) Implikaci zprava doleva dokazeme takto. Podle (v8) plati
(AVB)&(AVC)E (AV B), (AV ()
Podle definice disjunkce je formule A vV B zkratka za implikaci —-A — B.
Odtud plyne

“A,AVBFB A AVCHEC
Pomoci (v9) a véty o dedukei pak dostavame

(AVB)&(AV (C)F-A— (B&CO)
tedy

F((AVB)&(AV Q) —(AV (B&())

2.5 Standardni tvary vyrokovych formuli

Na zavér kapitoly o vyrokové logice ukdzeme, ze kazdou vyrokovou formuli lze
ekvivalentné vyjadrit ve dvou standardnich tvarech. Pti definici syntaktickych
tvart standardnich forem mame moznost volit spojky, které pouzijeme a potom
jesté poradi, v jakém budou pouzity. V predchozim vykladu jsme ukazali, ze kon-
junkce a disjunkce maji fadu péknych vlastnosti, jsou komutativni, asociativni
a distributivni. Zakladni spojky negace a implikace podobné vlastnosti nemaji,
nicméné bez negace se pii vyjadieni vyrokovych formuli nemtizeme obejit. Stan-
dardni formy budeme vytvaret pomoci negace, disjunkce a konjunkce, pritom ne-
gaci pouzijeme jako prvni jen u prvotnich formuli. Jedna standardni forma bude
pouzivat disjunkci pred konjunkci a druha naopak. Tak vzniknou konjunktivni a
disjunktivni standardni tvary formuli.

2.37 Syntax standardnich tvart vyrokovych formuli Necht Lp je
jazyk vyrokové logiky nad mnozinou prvotnich formuli P .

(i) Indukei definujeme nésledujici typy formuli

e prvotni formule
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e [iteraly jsou prvotni formule a negace prvotnich formuli
e fklauzule jsou disjunkce literala

(ii) Rikdme, Ze formule je v konjunktivnim tvaru, je li to konjunkce klauzuli.

(iii) Rikdme, Ze formule je v disjunktivnim tvaru, je-li to disjunkce konjunkci
literala.
Tedy formule v konjunktivnim tvaru se vytvareji tak, ze nejprve pouzijeme negaci
jen u prvotnich formuli, potom disjunkci z literald tvorime klauzule a nakonec
konjunkci z klauzuli vytvofime konjunktivni tvar. Disjunktivni tvar formule se
tvori obdobné, jen s opa¢nym poradim pouziti konjunkce a disjunkce. 7 literala
tvotrime nejprve konjunkce a z nich nakonec disjunkce.

Konjunktivni tvar formuli nachézi uplatnéni napiiklad ve strojovém dokazo-
vani vét, zatimco disjunktivni tvar formuli ma blize k databidzovym aplikacim.

2.38 Piiklad Necht p;, po,... jsou prvotni formule.
a) (p1 VvV s Vops) &pr & (p2 V pr)  je formule v konjunktivnim tvaru.

b) (p2& —ps& —pro&epis) V (—pr&—ps) V (p2& —p7) V (—ps & —py)
je formule v disjunktivnim tvaru.

2.39 Véta Ke kazdé formuli A vyrokové logiky lze sestrojit formuli Ay v
konjunktivnim tvaru a formuli A, v disjunktivnim tvaru tak, ze

FAw Ak a FAw Ad
Demonstrace. Indukeci podle slozitosti formule A sestrojujeme jeji ekviva-

lentni konjunktivni a disjunktivni tvar.

a) Je-li A prvotni formule, potom A je v konjunktivnim i disjunktivnim
tvaru a neni co dokazovat.

b) Predpokladejme, ze A je formule —B a Ze konjunktivni tvar By a
disjunktivni tvar B, formule B jiz byly sestrojeny. Z predpokladu

F B+ By

vyplyva
F =B < By

Je-li By tvaru By V By V ...V B, , kde B; je tvaru
Li&Ly& ... &L, pro i<n
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potom podle de Morganovych pravidel
F =B+ (=B &-By& ... &—B,)
a pro kazdé i+ <n je
—B; < (-Ly v -Ly vV ...V L)
Oznacime-li A; formuli, kterd vznikne z (=L} vV =Ly v ...V L% )  tim, Ze

vynechame dvojité negace u prvotnich formuli v negovanych literalech, potom
A; je konjunkece literala a

FA (A&A & .. Ay
kde na pravé strané ekvivalence je konjunktivni tvar A; formule A.

Stejnym zplisobem se pomoci de Morganovych pravidel z formule —Bj se-
stroji disjunktivni tvar A,; formule A.

Ukézali jsme, ze k negaci formule v konjunktivnim tvaru lze sestrojit ekviva-
lentni formuli v disjunktivnim tvaru a k negaci formule v disjunktivnim tvaru lze
sestrojit ekvivalentni formuli v konjunktivnim tvaru.

c¢) Predpokladejme, ze formule A je tvaru B — C' a ze formule By, Cy, By,
Cy jsou jiz sestrojeny. Podle definice disjunkce

- (B—C) (=B VO) (12)

K sestrojeni disjunktniho tvaru formule A staci sestrojit disjunktivni tvar
D formule —Bj a formule D V Cy je disjunktivnim tvarem formule A.

Konjunktivni tvar formule A sestrojime pomoci distributivity konjunkce a
disjunkce. Vyjdeme opét z ekvivalence (12), ale misto formule —Bj v disjunkci
uvazujeme formuli —B;. K této formuli sestrojime ekvivalentni formuli v kon-
junktivnim tvaru Dy & Dy & ... & D, , kde formule D;, 7 < n jsou klauzule,
tedy disjunkce literali. Dostavame

odkud z distributivity plyne
FAo (DV Cy)&(DyV Cp)& ... & (D, V Cy)) (13)

Déle formule C}% je v konjunktivnim tvaru je tedy konjunkci klauzuli
D& DL & ... & D!, . Z distributivity pak pro kazdé i, i < n plati

kde na pravé strané je jiz formule v konjunktivnim tvaru. Proto i pravou stranu

ekvivalence (13) lze ptevést do konjunktivniho tvaru. Tim je véta dokdzana.

2.40 Dikazy a demonstrace V této kapitole jsme poprvé pracovali s né-
jakym formalnim systémem a proto jsme disledné rozliSovali mezi formalnim
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dikazem ve smyslu uvedené definice a demonstraci, ktera na nékterych mistech
prechazi od dokazatelnosti jedné formule k dokazatelnosti jiné formule aniz by
konstruovala vSechny kroky jejiho diikazu. Sestrojili jsme jen jeden formalni ditkaz
jednoho z nejjednodussich tvrzeni vyrokové logiky, formule (v1). Upozornili jsme
na to, ze formélni dikazy dalsich tvrzeni rostou do délky, protoze pouziti néjaké
jiz dokdzané véty znamend pripojit jeji diikaz k dikazu, ktery konstruujeme. To
je v principu mozné, ale tézko proveditelné. V Russellové a Whiteheadové knize
Principia Mathematica je dan odhad, ze formélni dikaz véty 0 # 1 v jejich for-
malnim systému aritmetiky ma nejméné tii tisice krok. Proto jsme u prakticky
vSech dokazovanych vét vyrokové logiky uvadéli demonstrace opirajici se o vétu
o dedukci.

s e

uvedené definice a neformalni demonstraci, ktera zachycuje hlavni kroky dikazu.
V dalsim vykladu budeme slovo dikaz, jak je v literature obvyklé, pouzivat i k
oznaceni demonstraci.
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2.6 Cviceni A

Dokazte
Implikace
a) (A= (B—-C)—=(B—A—-0) (zaménitelnost
antecedenti implikace)
b) (A—B)—=[(B—C)— (4—C)] (skladani implikaci)

C) (A — B) — (—|B — —|A)
d) (wA—B)—(-B—A)
e) (A—-B)— (B— A

Konjunkce
a) (A& B)— A
b) (A& B)—B
) (A= (B— (A& B)))

d) (A& B) = (B& A) (komutativnost)
) (A& B)&C)— (A& (B&C)) (distributivnost)
(A& (B& C)) = (A& B) & C) (distributivnost)

) (A& A)—A (idempotence)
A (A& A) (idempotence)

g) (A—=-B)—=[(C—-D)—=(A&C)— (B&D))]

Ekvivalence
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f) (~nA—-B) & (B—A)
g) (A—-B)& (B—-A)
h) (mA— B) <+ (-B— A)

Disjunkce

a) A—(AVB)

b) B — (AVB)

c) (A—-C)=[(B—=C)—=((AVvB)—()
(A-C)—=[(B—D)—((AVB)— (CVD)]
(

d) AVA) < A (idempotence)
e) (AVB)<+ (BVA) (komutativnost)
f) ((AvB)VvC) <« (Av(BVC()) (asociativnost)

Véta o dikazu rozborem pripada

Necht T je mnozina formuli, necht A, B, C' jsou formule, potom plati
T,(AvB) - C, pravekdyz T A+ C a T,BF C

(k dikazu pouzijte lemmatu o neutralni formuli)

Distributivita

a) (A& (BVC)) o [(A& B)V (A& C)
b) (A& (BiVByV...VB,)) < [(A&B)V((A&By)V...V(A& B,)]
¢) (AV(B&C))+ [(AVB) & (AVC)]
) (AV(BI&By&... & By) & [(AVB) & (AVBy) & ...
& (AV B,)]



40

KAPITOLA 2. VYROKOVA LOGIKA

Normalni tvary vyrokovych formuli

Necht A, B,C, D, E, ... jsou prvotni formule. Sestrojte konjunktivni tvary nasle-
dujicich formuli

g)
h)

2.7

1.

((AVvB) —» (A& B))
((A—B)— B)— A)
(m(AV-A) = (AV-A))
(A— (A ——-A4))
(A& B) <> (B & A))
(A= B)Vv (B — A))
(C—(D—E)—[(C—FE)—(D—E)]
(C — —D) «» (D — ()
(-E — F) < (-F — E)
Sestrojte disjunktivn{ tvary formulf a) - f).

Rozhodnéte, které z formuli a) - f) jsou dokazatelné ve vyrokové logice.
Dokazte je.

Cvicéeni B

(Indukce podle slozitosti formule)
Necht ' je mnozina vSech formuli vyrokové logiky takova, ze

(i) ' obsahuje mnozinu vsech prvotnich formuli.

(ii) Jsou-li A, B formule vyrokové logiky, A, B € I', potomi—A, (AOB) €
[', kde O je symbol &, V, — nebo <.

Potom kazdéa vyrokova formule je prvkem I

Necht L je néjaky jazyk, libovolnou konec¢nou posloupnost oy, oy ...0,
symbolt jazyka L nazveme vyrazem (slovem) jazyka L, a = oy...0,,
b=0n41...0n1m, potom vyraz og...0, 0pi1 - - - Opim, Ktery vznikne pripo-
jenim slova b za slovo a ozna¢ime ab a nazveme ho zetézenim (konkatenace)
slov a, b. Oznacime-li symbolem o prazdnou posloupnost symbolii, potom
pro libovolna slova a, b, ¢ plati

ao = oa = a, (ab)c = a(be).
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Ztetézeni je tedy asociativni operace na mnoziné vSech slov. Tato operace
je komutativni, pravé kdyz jazyk L obsahuje nejvys jeden symbol.

3. (Polsky zéapis formuli)
Necht L' je jazyk vyrokové logiky s mnozinou P prvotnich formuli, ale
bez pomocnych symboli (zavorek). Nasledujici syntaktickd pravidla definuji
bezzavorkovy (polsky) zapis formuli vyrokové logiky. Pfitom slovo, které
sestava z jediného symbolu o ztotoznujeme s timto symbolem.

(i) Kazda prvotni formule je formule.

(ii) Jsou-li vyrazy a, b formule, potom vyrazy —a, V ab, & ab, — ab, <> ab
jsou také formule.

(iii) Kazda formule vznikne koneénym pouzitim pravidel (i) a (ii).
Plati:

(a) Je-li a formule (podle ptfedchozi definice), potom bud a je prvotni
formule, nebo a je tvaru —b nebo Oab, kde b, ¢ jsou formule a O je
néktery ze symboli pro logické spojky &, V, —, <.

(b) Je-li a formule tvaru aga; ...a,, kde a;, i < n jsou formule nebo
slova sestavajici z jediného symbolu pro logickou spojku, potom vyraz
ag . . . a; pro zadné ¢ < n neni formule.

(c) Je-li a formule tvaru —b nebo Obe (viz bod(a)), potom symbol O a
formule b, ¢ jsou jednoznacné urceny.

[Navod:

(a) se dokaze indukei podle slozitosti formule,

(b) indukei podle poctu zietézenych slov, (c¢) je disledkem (b).]

Tento druh zdpisu formuli se také nazyvd prefizni, podle toho, ze symbol
pro logickou spojku predchazi obé formule, které spojuje. Jeho vyhodou je
jednoznacné clenéni formuli bez pouziti zavorek. Obuyklejsi zapis formuli
zavedeny v textu se nazyvad infixni.

4. Formulujte obdobu (a) — (¢) z pfedchoziho cvifeni pro infixni zapis formuli.

5. Odvozovaci pravidlo: z formuli A V B, A V C odvodte formuli B Vv C
se nazyva pravidlo Tezu. V ruznych variantach je typické pro Gentzenovy
sytémy vyrokové logiky. Pravidlo fezu se pouziva pii takzvaném strojovém
dokazovani vét rezolu¢ni metodou na samocinnych pocitacich.

Dokazte, ze pravidlo fezu muze nahradit pravidlo modus ponens a naopak.

[Navod:
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(a) ve vyrokové logice pro libovolné formule A, B, C' dokazte (—A V B),
(AvC)F (BvV Q).

(b) ve formalnim systému, ktery vznikne z vyrokové logiky vypusténim
odvozovaciho pravidla modus ponens a pfidanim pravidla fezu, pro
libovolné formule A, B dokazte A, A — B F B. Pozijte 6(a).]

6. Ukazte, Ze schema (A3) mize byt nahrazeno nasledujicim schematem
(A4) (B = -A) = ((-B — A) — B)

pro libovolné formule A, B. To znamend, ze kazda formule (A4) je vétou
vyrokové logiky a kazda formule (A3) je vétou formalniho systému, ktery
vznikne z vyrokové logiky nahrazenim schematu (A3) schematem (A4).

7. Konec¢nou posloupnost nul a jednicek budeme nazyvat Booleovska posloup-

nost. Rikdme, ze funkce f je Booleovskd funkce n proménnych, jestlize f
prirazuje kazdé Booleovské posloupnosti délky n hodnotu 0 nebo 1.
Kazdé formuli A vyrokové logiky, kterd obsahuje n prvotnivh formuli, lze
jednoznacné priradit Booleovskou funkci f4: Jsou-li P, ..., P, vSechny pr-
votni formule, které se vyskytuji v A a je-li py, ..., p, libovolna Booleovska
posloupnost délky n, polozime

fa(pr, .. pa) = 0(A),

kde v je néjakd valuace prvotnich formuli takova, ze v(P;) = p; plati pro
i < n. (Na ohodnoceni ostatnich prvotnich formuli nezalezi).

Prirozenym zptsobem lze prifadit Booleovské funkce i logickym spojkam.
Negaci odpovida unéarni funkce f-, definovana predpisem

f-(0) =1, f-(1) =0.
Ostatnim spojkdm odpovidaji binarni funkce definované takto:

P1 P2 f&(p1,p2) fv(p17p2) fa(p17p2) f(—)(plap2)
0 0 1

1
0 1 1 0
0 1 0 0
1 1 1 1

Je ztejmé, ze pro libovolnou formuli A lze Booleovskou funkci f4 definovat
pomoci funkei prifazenych logickym spojkam, dokonce jen pomoci funkci
jfﬁ a f.

Rikdme, ze mnozina F' Booleovskych funkci tvoii tplny systém, jestlize kaz-
dou Booleovskou funkci lze definovat pomoci Booleovskych funkci mnoziny
F.
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(a) Dokazte, ze dvouprvkova mnozina {f, f_, } sestavajici z funkei f-, f_,
tvori uplny systém.

(b) Dokazte, ze mnoziny {f-, fe}, {f=, fv} tvoii Gplny systém.
(c) Dokazte, ze mnoziny { fe, fv}, {f=, fo } Gplny systém netvofi.

[Navod:

(a) pomoci véty o disjunktnim tvaru vyrokové formule ukazte, ze kazda
Booleovska funkce je tvaru f4 pro jistou formuli.

(b) ukazte, Ze implikaci 1ze vyjadiit pomoci negace a konjunkce (disjunkce).

(c) ukazte, Ze negaci nelze vyjadiit pomoci konjunkce a disjunkce a ze
implikaci nelze vyjadiit pomoci negace a ekvivalence.|

8. Pfipomenme, ze formule A je v konjunktivnim (disjunktivnim) tvaru, je-li

konjunkei (disjunkei) koneéného poctu formuli Ay, ..., A,, z nichz kazda je
disjunkei (konjunkei) prvotnich formuli a negaci prvotnich formuli. Formu-
lim Ay, ..., A, tikdme slozky formule A.

(a) Ukazte, Ze formule A v konjunktivnim tvaru je tautologie, pravé kdyz
kazda jeji slozka obsahuje dva opacné literdly (to znamend jistou pr-
votni formuli a jeji negaci).

(b) Ukazte, ze formule A v disjunktivnim tvaru je splnitelna, tedy prav-
diva pri alespon jednom ohodnoceni, pravé kdyz alespon jedna slozka
formule A neobsahuje dva opacné literaly.

9. Je-li T mnozina formuli, ukazte, ze nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(a) T je sporna,
(b) pro n&jakou formuli A, T - AaT F —A,
(c) pro n&jakou formuli A, T+ (A& —A).
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Kapitola 3

Predikatova logika

V této kapitole se budeme zabyvat predikatovou logikou prvniho fadu. Budeme
definovat jazyk prvniho rfadu a jeho sémantiku, zavedeme formalni systém pre-
dikatové logiky bez rovnosti, dokdzeme zdkladni véty predikitové logiky, Vétu
o dedukci a Vétu o uzdvéru. Ukdzeme, ze kazdou formuli predikitové logiky lze
prevést do ekvivalentniho standardniho tvaru — prenexniho normalniho tvaru for-
mule. Nakonec zavedeme axiomy rovnosti a dokdzeme zakladni véty predikatové
logiky s rovnosti.

3.1 Jazyk a jeho sémantika

Ve vyrokové logice jsme detailné zkoumali vlastnosti logickych spojek, nyni bu-
deme pracovat s jazykem logiky 1. fadu, ktery kromé spojek obsahuje jesté pro-
ménné, funkéni symboly a predikatové symboly.

3.1 Jazyk prvniho fadu obsahuje

(1) neomezené mnoho symbolt pro proménné z, y, z, xy, xa,...
(i) symboly pro logické spojky —, &, V, —, <
(iii) symboly pro kvantifikdtory ¥ (obecny), 3 (existencni)

(iv) symboly pro predikdty p, g, p1,...
S kazdym symbolem je dano ptirozené ¢islo n > 1, které udava pocet argumentt
(Cetnost) predikdtu. Pokud je dén i bindrni predikdtovy symbol =, mluvime o
jazyku s rovnosti.

(v) symboly pro funkce f, g,...
U kazdého symbolu je dano prirozené ¢islo n > 0, které udava cetnost funkéniho
symbolu. Funkéni symboly cetnosti nula chapeme jako konstanty.
Ma-li funkéni nebo predikatovy symbol cetnost n, fikdme, ze je to symbol
n-arni. Pro Cetnost jedna, dvé, tii jsou vzita oznaceni unarni, binarni a ternarni.

45
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(vi) pomocné symboly (zavorky) (, ), [, |,---

Symboly pro proménné, spojky a kvantifikdtory nazyvame logické, pokud jde
o jazyk s rovnosti, symbol predikdtu rovnosti rovnéz pocitame k logickym symbo-
lim. Symboly pro ostatni predikaty a symboly pro funkce urcuji specifiku jazyka
(a odrazeji oblast, kterou jazyk mize popisovat). Proto je nazyvame specialni.
Jazyk 1. radu je dan vyctem specialnich symboli.

3.2 Priklad a) Jazyk teorie uspofdddni je jazyk s rovnosti a obsahuje jediny
specidlni symbol <, je to binarni predikatovy symbol.

b) Jazyk teorie grup je jazyk 1. ¥adu s rovnosti, ktery obsahuje dva specialni

symboly e, konstantu pro jednotkovy prvek, a binarni funkcéni symbol ‘-’ pro
grupovou operaci.

c) Jazyk teorie okruhi je jazyk s rovnosti, ktery obsahuje dva bindrni funkéni
symboly + (pro s¢itani) a - (pro nasobeni) a dvé konstanty 0, 1 pro nulu a
jednotkovy prvek.

d) Jazyk teorie mnoZin je jazyk s rovnosti a ma jediny specidlni symbol €,
binarni predikdtovy symbol pro nalezeni.

e) Jazyk elementdrni aritmetiky (s rovnosti) obsahuje funkéni symboly 0 (kon-
stantu pro nulu), S (undrni symbol pro nasledujici pfirozené ¢islo), + a - (bi-
narni symboly pro s¢itani a nasobeni.

Vyrazy jazyka 1. fadu, které maji matematicky vyznam, lze rozdélit do dvou

hlavnich skupin: termy a formule. Termy popisuji individua (objekty), které lze
sestrojit pomoci operaci. Formule jsou tvrzeni.

3.3 Termy Induktivné popiSeme konstrukci termi.
(i) Kazda proménna je term.
(i) Jsou-li vyrazy ti,...,t, termy a je-li f n-arni funkéni symbol, potom
vyraz f(ti,...,t,) je term.
(iii) Kazdy term vznikne kone¢nym pouzitim pravidel (i) a (ii).
3.4 Piiklad V jazyce elementarni aritmetiky jsou nasledujici vyrazy termy:
0, S(x), S(S(0)),.... U vzitych bindrnich symbold + a -, pfipadné jinych,
piSeme (z+vy), (t1 +¢2) namisto +(z, y), +(t1, t2) a (z-y) namisto -(z, y).
Proto také ((z+y)-0, ((S(0)+(xz-y))-S(0)) jsou termy. Je-li f n-arni funkéni
symbol, také f((z-y), y1, Y2,---, Yn_1) je term.

3.5 Formule Konstrukci formule popiseme induktivneé.
(i) Je-li p n-arni predikatovy symbol a jsou-li vyrazy t,...,t, termy, potom
vyraz p(ty,...,t,) je atomickd formule.

(ii) Jsou-li vyrazy A, B formule, potom —A, (A& B), (A V B),
(A— B) a (A< B) jsou formule.
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(iii) Je-li  proménna, A formule, potom (Vz) A, (Jz) A jsou formule.
(iv) Kazdé formule vznikne koneénym pouzitim pravidel (i) — (iii).

Podobné jako v ptripadé binarnich funkénich symbold +, - atd. budeme psat
(x = y), (r < y) namisto = (z, y), < (z, y) atd. V tomto piipadé piseme
(x # y) namisto —(x =y).

3.6 Priklad a) S(0) = (0-z) + S(0)

b) (Fz) (y==-2)

c) (Vo) (z #0— (Jy) (z = S(y)))

jsou formule jazyka aritmetiky. Formule a) je atomickd, formule b), ¢) nejsou
atomické.

Formule ¢) vznikla z atomickych formuli (z =0), (z = S(y)) uzitim pravidel
(i) ~(z = 0)
(iif) (3y) (= S(y))
(i) ~(z = 0) = (By) (z = S(»)
(iif) (V) (=(z = 0) = (Fy) (z = S(y)))

Pravé jsme se presvédéili, ze formule ¢) vznikla pFedepsanym zptisobem. For-
mule, které jsme béhem konstrukce sestrojili, se nazyvaji podformule formule c).

3.7 Symboly, slova, zietézeni Z predchozich definic je ziejmé, ze termy i
formule jsou jisté kone¢né posloupnosti symboli daného jazyka sestavené podle
pevnych pravidel. Libovolnou konec¢nou posloupnost symboli budeme nazyvat
kratce slovo nebo vyraz. Je-li néjaky symbol s napsan na i-tém misté ve slové
S, fikdme, ze s se vyskytuje ve slove S na i -tém miste. V takovém piipadé -ty
symbol ve slové S nazyvame vyskyt symbolu s v S. Napiiklad ‘(" se vyskytuje
ve formuli a) z ptikladu 3.6 na druhém, Sestém a t¥indctém misté, symbol x se
vyskytuje v téze formuli na devatém misté.

Spojovani slov, kterému se také ¥ika zietézeni (konkatenace), je nejjednodussi
operace, kterou lze se slovy provadét. Poslouzi nam k presnéjsimu popisu dalsich
syntaktickych pojmi, které budeme zavadét.

3.8 Slova a podslova Jsou-li A, B slova, potom vyrazem AB oznacime
slovo, které vznikne ze slov A, B tak, Ze nejprve napiSeme slovo A a za po-
sledni symbol slova A (bez mezery) piipojime slovo B. Rikame, e slovo AB je
zietézenim slov A a B.

Napriklad slovo 112 vznikne zfetézeni slov 1 12, slov 11 2 nebo také
prazdného slova a slova 112. Slovo, které vznikne spojenim slov Ay, A, ..., A,
v uvedeném poradi, budeme oznacovat A;Ay... A, .
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Rikdme, Ze slovo C' je podslovem slova A, jestlize slovo A ma tvar BCD
pro néjaka slova B, D, z nichz jedno nebo obé mohou byt prazdna.

3.9 Piiklad Necht ¢ je term f(z, g(x, y)). Potom slova g(x, y) a g(x, y))
jsou podslova t. Prvni z nich ja samo také termem, druhé ne.

Podobné slovo (Vz) je podslovem formule ¢) z piikladu 3.6, ale samo neni
formuli.

3.10 Podtermy, podformule, volné a vazané proménné Necht ¢ je term
a A je formule.
(ia) Rikdme, 7e term s je podtermem termu t, je-li podslovem slova t.

(ib) Rikdme, Ze formule B je podformuli formule A, je-li B podslovem slova
A.

(ii) Rikdme, 7e dany vyskyt proménné x ve formuli A je vdzany, je-li soucasti
néjaké podformule tvaru (3z) B nebo (V) B formule A. Neni-li dany vyskyt
proménné x vazany, fikame, ze je volny.

(iii) Rikdme, ze proménnd x je volnd ve formuli A, ma-li tam volny vyskyt.
Rikame, ze promeénnd x je vazand ve formuli A, ma-li tam vazany vyskyt.

(iv) Rikdme, Ze formule A je oteviend, pokud A neobsahuje Zddnou vazanou
proménnou. Rikdme, 7ze A je wzaviend, pokud A neobsahuje Zddnou volnou
promeénnou.

Je ziejmé, Ze oteviend formule vznikne ze svych atomdarnich podformuli jen
pomoci logickych spojek, neobsahuje tedy zadné kvantifikatory. Uzaviena formule
naopak vaze kazdou proménnou nékterym kvantifikatorem.

Uvédomme si, ze taz proménna mize byt v dané formuli soucasné volna i
vazana, napiiklad ve formuli (z = 2) — (3z) (r = 2) ma proménna x volny i
vazany vyskyt. Tato situace je umoznéna volnosti v definici formule, v matema-
tické praxi se vétSinou takové formule nezavadéji. Jak uvidime pozdéji, vazané
proménné lze zaménit a tak se podobné situaci mizeme vzdy vyhnout. Formule,
ve kterych kazda proménnd je bud volné (a neni vdzana) nebo jenom vazana (a
ne volnd), se nékdy nazyvaji formule s éistymi proménngmi.

3.2 Sémantika predikatové logiky

Nyni jiz médme k dispozici zdkladni fakta a pojmy o syntaxi predikatové logiky,
zavedli jsme pojem termu, formule a vazby, které mohou mit proménné ve formuli.
Mizeme zkoumat otdzku struktur 9, které realizuji symboly jazyka L predika-
tové logiky a zejména to, které formule jsou pravdivé v dané realizaci. Chceme-li
dat symbolim jazyka L néjakou matematickou interpretaci, je tfeba nejprve zacit
od proménnych. Oborem hodnot proménnych bude neprazdna mnozina M # (),
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kterou nazveme univerzum 9 a jeji prvky budeme nazyvat individua. Je-li vyme-
zeno univerzum, potom je prirozené se ptat, jak jsou realizovany operace, které
jsou naznaceny v jazyce L funkcénimi symboly. Naptiklad se mizeme ptat, které
individuum bude odpovidat souc¢tu nebo jiné operaci z danych individui univerza.
Funkéni n-arnisymbol f zjazyka L bude realizovan zobrazenim foy : M™ — M
tak, ze rovnost fon(i1,...,4,) =J pro iy,...,i, € M znamend, Ze individuum j
bude vysledkem operace f provedené na individua iy,...,1,. Nakonec zbyvaji
predikdtové symboly. Mame-li realizovat binarni predikdtovy symbol <, ktery
“porovnava” individua, pouzijeme bindrni relaci <gpC M?. Podobné realizace
n-arnich predikdtovych symbolt p budou n-arni relace pgy C M". Zvlastni
postaveni zde méa symbol =, ktery pocitame k symboliim logickym a ktery by
mél byt realizovan tak, aby odpovidal nasim predstavam o rovnosti. Proto jej ne-
realizujeme jinak nez jako identitu individui. V definici pravdivosti se to odrazi
zvlastni klauzuli, kterd definuje spliiovani atomickych formuli s rovnosti. Ostatni
logické symboly, jako spojky a kvantifikditory nemé smysl realizovat. Popsané
struktura 9t, kterd obsahuje univerzum M a realizace funkci a relaci na tomto
univerzu, se nazyva relacni struktura pro jazyk L nebo realizace jazyka L.

3.11 Realizace jazyka Necht L je jazyk 1. fadu. Rela¢ni struktura o, kterd
obsahuje

e neprazdnou mnozinu M ,

e zobrazeni fgyn : M™ — M pro libovolny n-arni funkéni symbol f z jazyka
L

?

e n-arni relaci pgy € M"™ pro kazdy n-arni predikdtovy symbol p, kromé
symbolu pro rovnost,

se nazyva realizace jazyka L. Prvky univerza M nazyvame individua, zobrazeni
fon prislusné k symbolu f a relaci pgy piislusnou k predikdtovému symbolu p
nazyvame realizace funkcniho symbolu f a realizace predikdatového symbolu p.

3.12 Priklad

a) Struktura (w, w X w), kde w je mnozina pfirozenych ¢isel, je realizaci
jazyka z prikladu 3.2 a. Neni to ovSem usporadani.

b) Struktura ({e}, e, ), kde -, je binarni zobrazeni {e}? — {e} defino-
vané jedinym moznym zpisobem, je realizaci jazyka teorie grup z piikladu 3.2 b.
Vysledkem je jednoprvkova grupa.

c) M= (w, 0, o, ®, ®), kde w je mnozina prirozenych ¢isel, () realizuje
nulu, o je funkce, kterd ¢islu n prifazuje nasledujici ptirozené ¢islo a @, ® jsou
obvyklé operace souctu a soucinu, je realizaci jazyka elementarni aritmetiky z
prikladu 3.2 e. Pokud o nahradime néjakym c¢islem, napriklad jednotkou, vznikne
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struktura, kterd je realizaci jazyka teorie okruhti 3.2 ¢ (to ovSem neznamena, 7ze
je okruhem).

3.13 Realizace termu Chceme-li zkoumat pravdivost formuli v néjaké rea-
lizaci jazyka, musime se nejprve vyrovnat s volnymi proménnymi. Tém je tfeba
vzdy pritadit néjaké individuum jako hodnotu. Tuto ilohu budou plnit zobrazenti,
které kazdé proménné priradi néjaké individuum. Zobrazeni e mnoziny vsech pro-
ménnych do univerza M struktury 9t budeme nazyvat ohodnoceni promennyjch.
Je-li e ohodnoceni proménnych, x proménna a m € M, potom ohodnoceni
proménnych, které proménné x prifazuje individuum m a na vSech ostatnich
proménnych splyva s ohodnocenim e budeme oznacovat e(x/m). Zobrazeni e
tedy prifazuje hodnotu vSem proménnym, které jsou nejjednodussimi pripady
termi. Indukci podle slozitosti termu ¢ lze ukdzat, ze ohodnoceni e pfrifazuje
termu ¢ jednozna¢né hodnotu t[e], kterou budeme nazyvat realizaci termu t pri
ohodnoceni e. Definujeme t[e] nasledujicim zptisobem:

e Je-li ¢ proménna z, potom tle] je e(x).

e Je-li t tvaru f(ty,...,t,) a hodnoty ti[e],...,t,[e] jsou jiz sestrojeny,
potom t[e] je individuum fon(ti]e],. .., tale]) -

Z této definice je zfejmé, Ze tle| zavisi na realizaci 9; méli bychom radéji psét
tle,mm]. Symbol M budeme vynechévat, pokud bude ziejmé, ve které realizaci
jazyka pracujeme.

3.14 Lemma Jsou-li vSechny proménné vyskytujici se v termu £ mezi pro-
ménnymi zp,...,%, ajsou-li e, ¢ dvé ohodnoceni takova, 7e e(z;) = €'(z;) pro
i=1,...,n, potom tle] = t[e'].

Realizace tle| tedy zavisi jen na kone¢né mnoha hodnotach ohodnoceni e.
Diikaz. Indukei dle slozitosti termu ¢ .

3.15 Pravdivost a spliovani formuli Nyni mizeme definovat, kdy je né-
jaka formule pravdiva v néjaké realizaci jazyka pri daném ohodnoceni, to znamena
pii pevné daném vyznamu volnych proménnych. Je-li tento pojem zaveden, mii-
zeme jiz prirozenym postupem definovat spliovani dané formule v rela¢ni struk-
ture.

Definice (Tarski) Necht 9 je realizace jazyka L, e ohodnoceni promén-
nych, A formule.

(1) Indukei podle slozitosti formule A budeme definovat pravdivost formule A
v M pri ohodnoceni e. Oznacujeme M = Ale].

al) Je-li A atomickd formule tvaru p(ty,...,t,), kde p je n-arni predika-
tovy symbol rizny od = a t,...,%, jsou termy, potom M = Ale], jestlize
(tl[e]a s 7tn[€]) S Do -
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a2) Je-li A atomickd formule tvaru t; = ¢y, potom M = Ale], jestlize
t1[e] = tale], to jest, kdyZ oba termy jsou realizovany tymz individuem.

b) Je-li A tvaru =B, potom M = Ale], kdyz 9 [~ Ble].

c) Je-li A tvaru (B — C), potom M = Ale], jestlize M (= Ble| nebo
m = Cle].

d) Je-li A tvaru (Vz) B, potom 9 = Ale], jestlize pro libovolné individuum
meM, m = Ble(x/m)].

d’) Je-li A tvaru (Jz) B, potom M | Ale], jestlize pro jisté individuum
me M, m = Ble(x/m)].

(ii) Rikdme, 7e A je splnéna v M , piseme M = A, je-li A pravdiva v O pti
libovolném ohodnoceni e.

Z definice pravdivosti a definice (3x) B pomoci —, V je ziejmé, ze d’) lze
odvodit z b) a d).

3.16 Podobné jako v pripadé termu lze ukdzat nasledujici tvrzeni: Jsou-li
vSechny volné proménné formule A mezi proménnymi xi,...,x, a jsou-li ohod-
noceni e, € shodna na téchto proménnych, potom

m E Ale] pravé kdyz m | Ale'].

To 1ze snadno ovérit indukci dle slozitosti formule A. Z uvedeného faktu
vyplyva, ze pii zkouméni pravdivosti formule (a realizace termu) vystac¢ime jen
s ohodnocenim konec¢ného poc¢tu proménnych, totiz téch, které jsou ve formuli
(termu) volné.

Z definice pravdivosti d), d’) vyplyvé, ze pokud proménnd z ma v A jen
vazané vyskyty, potom pravdivost A v 9 nezalezi na ohodnoceni této proménné.
Specialné, je-li A uzaviena formule, potom pravdivost formule A nezavisi na
ohodnoceni, to znamena, ze M = A pravé kdyz m = Ale| pii alespon jednom
ohodnoceni. Je-li uzaviena formule A splnéna v 9, fikame, ze A je pravdivd v
M. Z definice d) je zfejmé, Ze formule A je splnéna v 9, pravé kdyz je pravdiva
formule (Vxy)...(Vx,) A, kde xq,...,x, jsou vSechny volné proménné formule
A v néjakém poradi. Takové formuli fikdme uzdver formule A.

3.17 Substituce termt za proménné V matematické praxi je bézné dosa-
zovat za proménné termy, a tim ziskavat specidlni pripady (termi nebo) formuli.
Z praktickych diivodii musime nejprve definovat substituci do term.

Jsou-li zy,...,x, rizné proménné, ¢, ty,...,t, termy, potom symbolem
tuy,znltls- ., tn] oznaéme vyraz, ktery vznikne z termu ¢ nahrazenim kazdého
vyskytu proménné z; termem t; pro i <n.

3.18 Piiklad Je-li ¢ tvaru (z+vy), t1, ty a t3 jsoupotadé z+zx, 2y, w,
pOtOHl tm,y[t17t2] je term ((JJ+CU)+(Z?J))7 tw,w[tlat?)] je ((x+x)+y)7tw,y,z[t17t27t3]
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je tyylt1, to] . Indukei dle slozitosti termu ¢ se mzeme presvédCit, ze t[ty,. .., 1,]
je opét term.

3.19 Nyni mizeme piejit k formulim. Je-li A formule, ¢ term, potom vyraz,
ktery vznikne z formule A nahrazenim kazdého volného vyskytu proménné x
termem ¢ oznatme Ag[t]. Indukei podle sloZitosti se snadno presvédéime, ze
A.[t] je opét formule. Je-li A atomicka formule tvaru p(ty,...,t,) nebo t; =ty
potom t[t],...,t,[t] jsou opét termy a A,[t] je opét atomickd formule. Je-li A
tvaru =B, (B — () nebo (Vz) B, potom z indukéniho ptredpokladu B,[t] a
C,[t] jsou opét formule, proto —B,[t], (B,[t] — C.[t]) jsou formule. Pokud z
je proménna z, pak (Vz)B neobsahuje x volné a substituci se neméni, tedy
zistava formuli. Pokud z je proménnd rizné od x, potom (Vz) B,[t] je formule.

Zamysleme se nad smyslem substituce. Je-li A formule naptiklad tvaru
x+2x = z-x,potom pro t = sinz je A,[t] formule sinz +sinz = z -sinz,
ktera je specialnim pripadem — instanci formule A. Nasim umyslem je vzdy, aby
instance A.[t] “fikala” o ¢t “totéz” co formule A “fika” o x, za které bylo sub-
stituovano. Budeme-li postupovat pii substituovani bez jakychkoli omezeni, nas
zamér pritom muze prijit zkratka.

3.20 Priklad Uvazujme formuli A v jazyku elementarni aritmetiky tvaru
(Jy) (x = y+y) a term ¢ tvaru y + 1, po substituci termu ¢ za x do A
dostavame formuli A’ tvaru (Jy) (y+1=y+y).

Jestlize formuli A jsme snadno interpretovali jako tvrzeni “z je sudé”, jsme
na rozpacich, jak interpretovat A’. Jen jedno je ziejmé, ze A’ nelze chapat jako
“9 4+ 1 je sudé”, protoze proménnad y je ve formuli A vazana. V tom je také
hlavni zavada uvedené substituce. Term, ktery byl substituovan za volny vyskyt
proménné z ve formuli A obsahuje proménnou, kterd se po substituci termu
do A stala vazanou. Proto pfi substituci termi do formuli se této situaci vzdy
vyhneme; vysledek nasi ivahy shrnuje nasledujici definice.

3.21 Substituovatelnost termu do formule Rikime, ze term t je sub-
stituovatelny za promeénnou x do formule A, jeslize pro kazdou proménnou y
obsazenou v t, zaddna podformule tvaru (Vy) B, (Jy) B formule A neobsahuje
(z hlediska formule A) volny vyskyt proménné z. V dalsim budeme oznaceni
A.[t] pouzivat jen tehdy, je-li term ¢ substituovatelny za x do formule A.

Substituci termii za proménné budeme uzivat i pro vice proménnych soucasné;
je-li term t; substituovatelny za proménnou z; do formule A pro:=1, 2,...,n,
vyrazem Ay, . g.[t1,...,t,] budeme oznacovat formuli, kterd vznikne z formule
A nahrazenim kazdého volného vyskytu proménné z; po fadé termem t¢; pro
t=1, 2,...,n. Vyslednou formuli nazyvame instance formule A.

Snadno rozpozname dva pripady, kdy je substituovatelnost termu ¢ do for-
mule A za proménnou x bez jakychkoli problémi.
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V pripadé, ze formule A je oteviend, potom kazdy term je substituovatelny za
kazdou proménnou vyskytujici se v. A. Podobné je tomu v obecnéjsim piipadé,
kdy zadna proménna obsazena v termu ¢ neni vizand v A. Oba jednoduché
pripady substituovatelnosti nevycerpavaji celou skalu moznosti.

3.22 Priklad Je-li z proménna, potom term ¢ tvaru z je substituovatelny
za x do formule x =0 — —(3z) (2 #0).

Nasledujici jednoduchy fakt je uzitec¢ny pii zkoumani pravdivosti instanci for-
muli.

3.23 Lemma Je-li 9 realizace jazyka L, A je formule, ¢, t{,...,t, jsou
termy jazyka L a e je ohodnoceni proménnych takové, ze t;[e] je individuum
m; pro ¢ =1, 2,...,n, potom

(i) tey,.anlti,-- -, ta]le] je individuum tle(zy/my, ..., z,/m,)].
() 0 Auy ol e], prive kdyz o1 Ale(ay/ma, ..., fma)].

Diikaz. (i) Indukei podle slozitosti termu ¢. Oznac ¢’ term t,,, .. [t1,..., %]
Je-li ¢t tvaru x, potom t' je t v pripadé, Ze x mneni v seznamu promeénnych
Z1,...,T, atvrzeni plati, nebo ¢’ je tvaru t;, pokud x je proménné z;.V tomto
ptipadé je t'[e] individuum m;, tedy tle(z1/mq,...,x,/my)].

Je-li t tvaru f(sy,...,s,), potom z indukéniho predpokladu
Si[tla s 7tn][e] = Si[e(xl/mla s 7xn/mn)]
plati pro i =1, 2,...,7 a t'[e] je individuum

fom(sile(xi/ma, ... xn/my)], ... sple(xi/ma, ...z /my)]),

tedy individuum tle(xy/my, ..., z,/m,)].
(ii) Indukci dle slozitosti formule A . Ozna¢me A’ instanci Ay, . [t1, ..., 1]
Je-li A atomicka formule tvaru p(sq,...,s;), kde p neni =, potom

m = A'le], pravé kdyz (si[t1, ..., tu)lel, ..., selt1, .., tall€]) € pon,
pravé kdyz (sile(x1/ma,...)], ..., s;le(z1/mi,...)]) € pon,
pravé kdyz m = Ale(xi/my, ..., z,/my)].

Je-li A tvaru t; =ty , postupujeme stejné.
Je-li A tvaru =B nebo (B — ('), postupujeme podobné.
Je-li A tvaru (Vz) B, z je nékterd z proménnych xy,...,z,, naptiklad zq,

potom A" tvaru Ay, . z.[t1,...,t,] je formule (Vay) By, . z.[t2, ..., ta].

m = Alle], pravé kdyz M = By, g, lte, ..., ts]le(x1/m)] pro libovolné m € M,
pravé kdyz o = Ble(xi/m,...,x,/my)] pro libovolné m € M,
pravé kdyz m = Ale(za/ma, ..., x,/my)].
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Posledni ekvivalence plyne z toho, ze pravdivost formule A na ohodnoceni pro-
ménné x; vibec nezavisi.

V pfipadé, Ze z neni v seznamu xq,..., 2, , jest A’ tvaru Alty,...,t,] a postup
diikazu je zjednodusSenim predchézejiciho pripadu.

3.3 Formalni systém predikatové logiky 1. fadu

Vyslovime nyni axiomy a odvozovaci pravidla predikitové logiky. Cast z nich jiz
zname, jsou to axiomy, které urcuji vlastnosti logickych spojek. Ukazeme, ze pti
vhodné volbé mnoziny prvotnich formuli spolu s nimi prechazi do predikatové
logiky celda vyrokova logika. Podobné jako ve vyrokové logice budeme nékteré
symboly chapat jako zakladni a jiné jako odvozené.

3.24 Redukce jazyka Z logickych spojek budou zdkladni symboly pro ne-
gaci — a pro implikaci — , ostatni spojky budou definovany ze zakladnich pomoci
zkratek stejnym zpusobem jako ve vyrokové logice. Z obou kvantifikdtor chéa-
peme symbol pro obecny (velky) kvantifikitor V jako zdkladni a symbol 3 pro
existen¢ni (maly) kvantifikator jako odvozeny. Zavedeme jej nasledujicim zpiso-
bem.

3.25 Umluva Je-li A formule, z proménnd, potom vyraz (3z) A je zkratka
za formuli —(Vz) -A.

Je ziejmé, ze timto zplisobem lze kazdou formuli jazyka L vyjadrit jen po-
moci obecného kvantifikatoru. Hlavnim smyslem nasi tmluvy je redukovat pocet
axiomu tim, ze vlastnosti existencniho kvantifikdtoru budou odvozeny z axiomi
pro obecny kvantifikdtor. Axiomy, které urcuji vlastnosti logického symbolu pro
rovnost zavedeme pozdéji.

3.26 Axiomy pro logické spojky Je-li L jazyk 1. fddu a jsou-li A, B, C
formule jazyka L, potom kazda formule tvaru

A— (B = A) (A1)
(A= (B—C))—=[(A—B)—(A—C)] (A2)
(-B — —-A) — (A — B) (A3)

je axiom predikatové logiky.

Uvedené axiomy odpovidaji schematiim axioml vyrokové logiky. Vezmeme-li
za mnozinu P prvotnich formuli vSechny formule jazyka L, které nelze ve vy-
rokové logice dale rozkladat, to znamena, ze P bude tvorena vSemi atomickymi
formulemi a vSemi formulemi tvaru (Vz) B a (3x) B pro néjakou proménnou x
a libovolnou formuli B, potom kazda formule jazyka L vznikne z prvotnich for-
muli pomoci logickych spojek. VSechny uvedené axiomy proto souhlasi s axiomy
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vyrokové logiky nad P . K axiomim vyrokové logiky patii odvozovaci pravidlo
modus ponens, které je také odvozovacim pravidlem predikatové logiky.

Vztah mezi vyrokovou a predikatovou logikou shrnuje nasledujici véta.

3.27 Véta Necht A je formule jazyka L, necht P je mnozina vSech atomic-
kych formuli jazyka L a vSech formuli tvaru (Vz) B a (Jz) B, kde z je néjaka
proménnd a B formule jazyka L. Je-li A tautologie vyrokové logiky nad P,
potom A je vétou predikatové logiky.

Diikaz. Podle definice mnoziny P kazda formule jazyka L vznikne z for-
muli mnoziny P jen pouzitim vyrokovych spojek. Axiomy vyrokové logiky nad
P proto souhlasi s odpovidajicimi axiomy predikatové logiky a pravidlo modus
ponens nalezi k obéma forméalnim systémim. Je-li A tautologie, podle Postovy
véty je dokazatelna ve vyrokové logice nad P a jeji dikaz je také dikazem v
predikatové logice.

3.28 V dalsim budeme bézné pouzivat zndmych dikazovych postupi vyro-
kové logiky. Abychom zdtraznili vyrokovy charakter nékterého dikazu, naptiklad
formule B z predpokladi Ai,..., A, , budeme tikat, ze B je tautologickym dii-
sledkem formuli Ai,..., A, . Pfi pfenaSeni vyrokovych diikazi si povSimneme
jesté jedné véci. Vyrokové ditkazy castokrat pouzivaji vétu o dedukei vyrokové
logiky. Tento obrat se prenasi jen potud, pokud znak dokazatelnosti ma stejny
vyznam jako ve vyrokové logice, tedy dokazatelnost z “vyrokovych axiomi” po-
moci jediného pravidla modus ponens. Predikatova logika ma také svou vétu o
dedukci, ale se silnéjSimi predpoklady o premisach. K tomu se vratime pozdéji.

3.29 Axiomy pro kvantifikatory Dalsi axiomy urcuji vlastnosti obecného
kvantifikatoru. Vyjadiime je ve dvou schematech:

Schema specifikace Je-li A formule, x proménné a t term (substituovatelny
za proménnou x do formule A), potom formule

(Vo) A — A.[t]
je axiom predikatové logiky.

Tento axiom ma nazorny smysl: pokud A plati pro “libovolné” z, pak plati
i pro kazdy specialni ptipad A,[t].

Druhé schema, které vyslovime, ma spise technicky raz a jeho smysl vynikne
pri studiu takzvanych prenexnich operaci:

Schema preskoku Jsou-li A, B formule a je-li x proménna, kterd nema volny
vyskyt ve formuli A, potom formule

(Vz) (A — B) — (A — (Vz) B)
je axiom predikatové logiky.

Predikatova logika mé dvé odvozovaci pravidla, modus ponens a pravidlo ge-
neralizace, které zni:
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Pro libovolnou proménnou x z formule A odvod formuli (Vz) A.

Jeho smysl je viceméné ndzorny a urcuje tilohu volnych proménnych ve vétach:
je-li dokazatelnd formule A, kterd ma (pfipadné) volnou proménnou z, potom
je dokazatelna i formule “pro kazdé = plati A”.

Uvedené axiomy a odvozovaci pravidla tvori formalni systém predikatové lo-
giky bez rovnosti. Predikadtova logika s rovnosti vznikne z popsaného formalniho
systému jiz jen rozsitenim jazyka o predikatovy symbol rovnosti a pridanim axi-
omi pro tento predikat. Zadné daldi odvozovaci pravidla se nepiidavaji. V dalsim
textu bude F oznacovat dokazatelnost z axiomi predikatové logiky a ptfipadné z
mnoziny predpokladi pomoci obou odvozovacich pravidel.

3.30 Zakladni véty o kvantifikatorech
Nyni odvodime zakladni véty o vlastnostech kvantifikdtori. Postup, kterym
to provadime, je typicky pro podobna odvozeni i v jinych formalnich systémech:

vvvvv

diikazovych obrati a soubézné s tim se odvozuji rizné analogie urcitych axiomi
motivované budto “symetrii” nebo jistou “dualitou” (napfiklad mezi obecnym
a existen¢nim kvantifikdtorem). P¥i formulaci nékterych vét je patrna inspirace
Gentzenovym kalkulem prirozené dedukce.

3.31 Lemma (pravidlo zavedeni V)

Je-li H A — B a proménnd x nemd volny vyskyt ve formuli A, potom
- A— (Vz)B .

Dikaz. Je-li H A — B, potom uzitim pravidla generalizace také
- (Vz) (A — B) (1)
Pfitom
- (Vz) (A — B) = (A — (Vx) B) (2)
je axiom predikatové logiky. Formule
A— (Vo)B
se odvodi z (1) a (2) pravidlem modus ponens.
3.32 Lemma Pro libovolné formule A, B a term ¢ plati
(i) F A.ft] = (Fz) A

(ii) Je-li F A — B a proménna x nemd volny vyskyt ve formuli B, potom
také - (3r)A — B.

Tvrzeni (i) je dudlni formou axiomu specifikace a (ii) je dudlni formou pravi-
dla zavedeni V. Toto pomocné odvozovaci pravidlo budeme nazyvat pravidlem
(zavedeni) 3.

Diikaz. (i)
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F (Vo) A — =AY (axiom specifikace)
F —=(Vr) 2A — (Vo) =A  (v3)

Slozenim obou implikaci a pouzitim zkratky (3z) A dostavame + —(dz) A —
—A,[t] jako jejich tautologicky disledek.
Odtud plyne tvrzeni (i) jako tautologicky disledek obracenim implikace.

(ii) Je-li - A — B, potom

F =B —-A (tautologicky disledek)
F =B — (Vo)A (pravidlo V)
F (3x)A— B (tautologicky diisledek a zkratka (Jz) A)

3.33 Lemma Necht A’ je instanci formule A, to znamenda necht A’ je tvaru
Ay w1, -, tn] pro néjaké termy t¢y,...,t, a néjaké proménné wmy,...,x,.
Potom je-li H A, pak také - A’.

Jinymi slovy: je-li dokazatelnd formule A, pak je dokazatelnd i kazd4 instance
formule A.

Ditikaz. Indukei dle poc¢tu substituovanych termt. Je-li n =1 a A’ je tvaru
A.[t], potom z F A pravidlem generalizace odvodime - (Vz) A.

Déle - (Vo) A — A,[t] (axiom specifikace)
a formuli A’ lze odvodit z poslednich dvou pravidlem modus ponens.

Néasledujici priklad ukazuje, ze pro n > 1 nelze primocare pouzit dokdzaného
pripadu pro n = 1, protoze sekvenc¢ni dosazovani nemusi davat stejny vysledek
jako paralelni.

3.34 Priklad Necht A je formule z < y, necht ¢ je proménna y a s je
proménnd x. Potom A,,[t, s| je formule y < x, ale dosazovanim po jedné
proménné obdrzime formuli z < x, dosadime-li nejprve t za x a potom s za
y . Zvolime-li obracené poradi substituci, dostaneme formuli y < y.

Proto k diukazu lemmatu zvolime jiny postup. Necht z,..., 2, jsou proménné,
které se nevyskytuji v. A ani v termech tq,...,t,, potom z pfedpokladu + A
dostavame + Ay [z1] a snadno se presvéd¢éime, Zze dalsi substituci z, za o
obdrzime formuli A, ;,[21, %2]. postupujeme-li stejnym zptsobem, dokézeme
nakonec A, .. [%1,..., 2] . Oznacime posledni formuli jako B, v této formuli
nemaji x1,...,x, volny vyskyt a proménné zi,..., z, jsou pravé na téch mistech,
kde ve formuli A byly volné vyskyty xi,...,z,. Pro kazdé i = 1,2,....,n je
term t¢; substituovatelny za z; do B, protoze t; byl substituovatelny za x;
do B.Z + B odvodime + B, [t;] a protoze zi,...,z, se nevyskytuji v
t1, je snadné presvédcit se, ze substituci t5 za 29 do posledni formule vznikne
formule B, ,[t1,t2] . Postupujeme-li timto zptisobem, dokdZeme nakonec formuli
B, ...t -, ty], kterd je shodnd s formuli A’.
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Predchozi lemma ukazuje, Ze volné proménné mohou byt zaménény.

Néasledujici lemma zobecnuje axiom specifikace pro pripad substituce za vice
promeénnych.

3.35 Lemma Pro libovolnou formuli A, proménné z.,...,xz, atermy t{,...,t,
plati

@) F (Vo). (Van) A — Agyoo [t ... to]
(i) F Agyooo [t ta] = (321) ... (Fza) A

Diikaz. (i) Z axiomu specifikace dostdvame pro libovolnou proménnou z a
formuli C' (kde C.lz] je C')

- (Vo) C — C. (3)
Z (3) postupné dostaneme

F (Vo) A— A
F (V1) (Ve,) A — (Va,) A

- (Var) ... (Van) A = (Vaa)... (Vo) A
Pritom
(V1) .. (Vi) A > A ©)

je tautologickym diisledkem predchozich formuli, vznikne slozenim vSech impli-
kaci (4), tedy je dokazatelna. Nakonec (i) je instanci (5).

(ii) Z lemmatu 3.32 (i) pro libovolnou formuli C' a proménnou x plyne
- C—(3r)C (6)
Uzijeme-li (6) obdobné jako pti dikazu (i), dostaneme
FA— (3zy)...(3z,) A (7)
a (ii) je instanci formule (7).
3.36 Z formuli (5) a (7) uzitim pravidla zavedeni V a pravidla 3 lze dokézat
- (\V/J?l) e (\V/J?n) A (V ﬂ(l)) e (\V/J?W(n)) A
F (3zy)...(3x,) A <
pro libovolnou permutaci 7 na mnoziné indexd {1, 2,...,n}. Na poradi pro-

ménnych v bloku stejnych kvantifikatorti tedy nezalezi. Tim je ospravedlnéna
nasledujici definice.

3.37 Uzavér formule Jsou-li z,...,x, vSechny proménné s volnym vysky-
tem ve formuli A v néjakém potadi, potom formuli (Vz,)...(Vz,) A nazveme
uzavérem formule A.
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3.38 Véta o uzavéru
Je-li A" uzavér A, potom + A pravé kdyz - A’.

Dikaz. a) Je-li F A | potom pravidlem generalizace odvodime + A’.

b) Z lemmatu 3.35 (i) plyne = A" — A | je-li A’ pak F A odvodime

pravidlem modus ponens.

Véta o uzavéru charakterizuje volné proménné v dokazatelnych formulich,
maji stejny vyznam, jako kdyby byly uzavieny obecnym kvantifikdtorem. Dokazeme-
i F2=0,jetim dokidzano - (Vz)(z =0).

3.39 Lemma (distribuce kvantifikatori)
Je-li H A— B, potom

- (Vo) A— (Vo)B a + (3z) A — (32) B

Dikaz.
a) F Vr)A— A axiom specifikace
- (Vz)A— B tautologicky dutsledek predpokladu a predchozi

formule

= (Vo) A — (Vo) B pravidlo zavedeni V.

b) FB—(3x)B lemma 3.32 (i)
FA— (32)B tautologicky dusledek piedpokladu a predchozi
formule

= (3x) A — (3z) B pravidlo 3.

3.40 Véta o ekvivalenci Necht formule A’ vznikne z formule A nahra-
zenim nékterych vyskyti podformuli By, ..., B, po fadé formulemi B!,..., B .
Je-li - B; <> B pro i =1,2,...,n, potom - A< A’

Dikaz. Véta 3.40 je obdobou véty o ekvivalenci, kterou jsme dokéazali pro
vyrokovou logiku. Dokazuje se indukci dle slozitosti formule A . Zakladni pfi-
pady jsou stejné jako ve vyrokové logice. Navic je jen pripad, kdy A je tvaru
(Vz) B nebo tvaru (3z) B. Potom A’ je tvaru (Vz) B’ nebo tvaru (Jz) B’ az
indukéniho predpokladu pro formuli B dostavame

F B« B
Odkud W B—- B al B = B.

Podle lemmatu 3.39 pak dostavame F A — A" a + A" — A. Odtud tvrzeni
véty plyne jako tautologicky disledek.

3.41 Zaména vazanych proménnych Vazané proménné ve formuli mohou
byt za jistych predpoklad zaménény. Je to obdoba pripadi ,,vazanych® promén-
nych znamych z riznych obort matematiky: naptiklad [ sinx dx je stejné ¢islo
jako [y sin z dz. Nejprve zavedeme pojem varianty formule.
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Rikdme, ze formule A’ je variantou formule A, jestlize A’ vznikne z A
postupnym nahrazenim podformuli tvaru

(Qr) B (8)
formulemi
(Qy) B:ly] (9)

kde y neni volna ve formuli B a @ je obecny nebo existen¢ni kvantifikator.

3.42 Priklad Formule (Vz)((Jy)(x =y-z) = d(z,z)) je variantou formule
(Vo) (Fw) (v =w- z) — d(z,v)) . Nejprve nahradime podformuli (Jy) (z =y - 2)
formuli (Jw) (r = w - z) a formuli (Vz) ((Fw) (r = w - z) — d(z,z)) nahradime
uvedenou variantou.

3.43 Véta o variantach Je-li A’ varianta formule A, potom - A+ A",

Dikaz. Podle véty 3.40 staci dokazat, ze formule (8) a (9) jsou ekvivalentni.
Provedeme diikaz pro pripad, ze ) je V. Piipad, kdy @ je 3 se dokdze obdobné.
Predpokladame, 7ze ve formuli (9) jsou z, y rizné proménné, v opa¢ném piipadé
neni co dokazovat. Potom

F (Vx) B — B,[y] axiom specifikace

F (Vx) B — (Vy) B.[y] pravidlo V, y nemd volny vyskyt v B.
Oznacime-li B" formule B,[y], zjistime snadno, Ze x nemd volny vyskyt v B’
a je substituovatelné za y i do B’. Stejné jako v prvni ¢asti diikazu dostaneme
= (Vy) B" — (Vo) B,[z]. Ale Bj[z] je formule B. Tim je dokdzéna i opacna
implikace.

3.44 Véta o dedukci Necht T je mnozina formuli, A je uzaviena formule
a B je libovolna formule. Potom T+ A — B, pravé kdyz T, A - B.

Diikaz. Dikaz implikace zleva doprava je stejny jako ve vyrokové logice. Pri
dikazu implikace zprava doleva postupujeme indukci podle dikazu By,..., B,
formule B z T, A. Navic je tfeba uvazovat jen piipad, kdy B; je odvozena z
formule B;, j < i, pravidlem generalizace. To znamena, ze B; je tvaru (Vz) B;
pro néjakou proménnou x. 7Z indukéniho predpokladu

TH A= B

a protoze A je uzavienda formule a neobsahuje volny vyskyt proménné x, pravi-
dlem V odvodime

TFA— B,
Tim je véta dokazana.

Z dikazu véty o dedukci je ziejmé, ze predpoklad uzavienosti formule A je
prilis omezujici. Stacilo by védét, ze v diikazu formule B z T, A nebylo pouzito
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pravidlo generalizace na zadnou proménnou, kterda je volnd v A, jinymi slovy,
ze zaddna proménnd volné se vyskytujici v A nebyla jako proménna v dikazu
vyuzita. Tuto okolnost je mozné pro jednotlivé dikazy ovérit, ale nelze dosti
dobte formulovat jako predpoklad véty o dedukci. Dokdzeme nyni vétu, ktera
dovoli podobné pripady fesit a je sama zajimava.

3.45 Véta o konstantach Necht 7' je mnozina formuli jazyka L a necht A
je formule jazyka L. Necht jazyk L' vznikne z L rozsSifenim o nové symboly pro
konstanty. Jsou-li ¢y, ..., ¢, nové konstanty a xi,...,x, jsou proménné, potom

Tt AgznClye oy Cm) pravé kdyz T = A
Dikaz. a) Je-li T = A, potom T = A, .. .[c1,--.,cn podlelemmatu 3.33.

b)Je-i '+ Ay, anlc1, ..., Cm], oznaéme tuto formuli A’. Necht Af, ... A,
je dikaz A’ z T, necht yq,...,y, jsou proménné, které se nevyskytuji nikde v
dikazu A’ anive formuli A. Necht formule A; vznikne z A} nahrazenim kazdého
vyskytu konstanty c; proménnou y; pro 7 = 1,2,...,m a ¢ = 1,2,...,n.
Potom

Ay, .. A, jedikazem Ay, o lyi, ..o ym] 2 T (10)

Je-li A! axiomem predikatové logiky, potom A; je axiomem predikdtové logiky
stejného druhu. Napfiklad, je-li A} formule C" — (D" — C'), potom A; je tvaru
C — (D — C).Jeli A} formulez T, potom A; je taz formule, protoze A, neob-
sahuje konstanty c,..., ¢, . Je-li Al odvozena z predchozich formuli pravidlem
modus ponens nebo pravidlem generalizace, potom A; je odvozena stejnym pravi-
dlem z odpovidajicich formuli posloupnosti (10). Proto 7" = Ay, o (Y1, - s Um]
a formule A je instanci dokdzané formule.

3.46 Pokud A neni uzaviend a ma volné proménné y,...,y,, chceme-li
dokazat implikaci A — B z predpokladi 7', rozsitime jazyk o nové konstanty
Ci,y...,Cp. Potom

ThHA—Bpravekdyz T = Ay y.lc1,-..,¢0] = By, y.lc1, .- cnl
pravé kdyz T, Ay, y.lc1,-. - ¢l B By, y.lc1,-. ., ¢l

Prvni ekvivalence plyne z véty o konstantach a druha z véty o dedukci. K di-
kazu implikace A — B z T tedy sta¢i dokézat formuli By, . [c1,...,¢n] 2
T, Ay aalcr, .. el

Substituce novych konstant za volné proménné z formule A mé zajistit, ze
pii ditkazu formule B z predpokladi 7, A se nepouzije pravidlo generalizace na
zadnou proménnou, kterd mé volny vyskyt v A.

Nasledujici tvrzeni je zobecnénim véty o dedukci.
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3.47 Véta o redukci Je-li A formule, 7" mnozina formuli, potom

TFA (11)
pravé kdyz existuje prirozené ¢islo n a formule By,..., B, , z nichz kazda je
uzavérem néjaké formule z T, takové, ze plati

- B — (By—...(B, > A)...) (12)

Diikaz. a) Pokud formule By, ..., B, spliuji podminky véty, potom
ThkF By proi=1,2,...,n (13)

podle véty o uzavéru se tvrzeni (11) odvodi ze (12) a (13) pravidlem modus
ponens.

b) Je-li A dokazatelna z predpokladi 7, necht Aj,..., A, jsou vSechny
formule z T uzité v dilkkazu formule A jako predpoklady. Je-li B; uzavérem A;
pro ¢t =1,2,...,n, potom

T F B; podle véty o uzavéru a
By,....B, F A

protoze kazda z formuli A; je dokazatelnd z B; podle véty o uzavéru. Nakonec
(12) plyne z pfedchoziho tvrzeni podle véty o dedukei.

3.48 Predchozi véta ukazuje, ze dokazatelnost formule A z néjaké mnoziny
predpokladi je ekvivalentni dokazatelnosti jiné formule z redukované mnoziny
predpokladii. Podle (12) lze redukovat dokazatelnost formule A v teorii 7' na
dokazatelnost jiné formule v predikatové logice. Tento vysledek ukazuje vyznamné
postaveni predikatové logiky mezi teoriemi, nema vSak prakticky vyznam, protoze
nedava navod, jak utvorit formuli (12).

Na zavér odvodime jesté jeden diisledek véty o dedukei. Pfipomenme, ze mno-
zina formuli 7' jazyka L je spornd, je-li z T' dokazatelna kazda formule jazyka
L. Z véty (v2) vyrokové logiky plyne, ze T je spornd, pravé kdyz z T je doka-
zatelnd néjakd formule B i jeji negace —B.

3.49 Dusledek Necht A’ je uzavér formule A, necht T je mnozina formuli,
potom

T F A, pravé kdyz T U {=A"} je sporna.

Dikaz. a) Je-li A dokazatelna z T, podle véty o uzavéru totéz plati o A’.
Proto T'U{—=A'} je sporna.

b) Je-li TU{=A'} je sporné, potom z ni lze dokazat libovolnou formuli, tedy
i formuli A’. Potom podle véty o dedukci

TF A — A
odkud z véty (v7) vyrokové logiky dostavame
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TE A
Posledni krok diikazu plyne opét z véty o uzavéru.

Predchozi tvrzeni ukazuje, ze diikkaz néjaké formule lze nahradit dikazem
spornosti néjaké mnoziny formuli. Takovy postup se nazyva nepiimym dikazem
a je obvykly v matematické praxi. Uziva se i v nékterych metodach dokazovani
vét pomoci pocitaci.

3.4 Prenexni tvary formuli

Ve vyrokové logice jsme ukdzali, ze ke kazdé formuli lze sestrojit ekvivalentni for-
muli v jednom ze dvou syntaktickych tvart: konjunktivnim nebo disjunktivnim. V
obou tvarech se pouzivaji jen spojky vyjadiujici negaci, konjunkci a disjunkci, na-
vic jen v urc¢itém poradi. Ve stejném duchu je i definice prenexniho tvaru formuli
predikatové logiky, kterd pozaduje, aby se kvantifikatory pfi vystavbé formule
uplatnily az nakonec.

Drtive, nez vyslovime definici, pripomenme, ze formule, které neobsahuji zad-
nou vazanou promeénnou, nazyvame oteviené. To znamenad, ze oteviené jsou prave
ty formule, které vzniknou z atomickych podformuli jen pomoci logickych spojek.

3.50 Prenexni tvar formuli Rekneme, ze formule A je v preneznim tvaru,
jestlize A ma tvar

(Q121)(Q222) ... (Quzy) B (14)
kde

1. n>0 aprokazdé i =1,2,...,n @Q; je bud kvantifikitor V nebo 3.

2. B je oteviena formule a zq,...,x, jsou navzijem rizné promeénné.

Formule B se nazyva otevren€ jadro formule A a posloupnost kvantifikaci,
ktera predchazi B se nazyva prefiz.

3.51 Piiklad Formule (Vz)(Yy)(3z) (r =y + 2) je v prenexnim tvaru.

Oteviené jadro formule (14) predstavuje jeji nejvétsi otevienou podformuli
a prefix obsahuje vSechny jeji kvantifikitory. V pripadé n = 0 prefix odpadd
a formule (14) splyva s B. Pozadavek, aby vSechny proménné v prefixu byly
navzajem rizné, omezuje zbytecné kvantifikace.

Ukazeme, ze kazdou formuli predikatové logiky lze transformovat do prenex-
niho tvaru.

3.52 Véta Ke kazdé formuli A lze sestrojit formuli A’ v prenexnim tvaru
tak, ze
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Ao A (15)

Formule A’, o které mluvi véta 3.52, se sestroji z formule A pomoci prenez-
nich operaci. PTi popisu prenexnich operaci pouzijeme toto znaceni: Zastupuje-li
symbol @ kvantifikitor V, potom symbol @ zastupuje kvantifikdtor 3. Podobné
kdyz Q zastupuje kvantifikitor 3, @ zastupuje kvantifikator V.

Prenexni operace provadéji zaménu podformuli formule A jinymi formulemi
podle nékterého z nasledujicich vzort

(a) podformuli B nahrad néjakou jeji variantou B’',
(b) podformuli —(Qz) B nahrad formuli (Qz)—B,

(c) pokud proménna x neni volnad ve formuli B, podformuli B — (Qz)C
nahrad formuli (Qz) (B — C),

(d) pokud proménnd z neni volnd ve formuli C', podformuli (Qz)B — C
nahrad formuli (Qz) (B — C),

(e) pokud symbol O zastupuje symbol & nebo V a proménnd z neni volnd
ve formuli C', potom podformuli (Qz) BOC', piipadné podformuli C O (Qx) B
nahrad formuli (Qz) (BOC).

Jadrem diikazu véty je nasledujici tvrzeni.

3.53 Lemma Pro libovolné formule B, C' a kazdou proménnou x plati
pb) b (Qz) ~B ¢ ~(Qx) B,

(pb) F (

(pc) F (Qx) (B — C) < (B — (Qz)C), pokud z neni volnd v B,

(pd) F (Qx) (B — C) +» ((Qx) B — C), pokud z neni volna v C,
)

(pe) F (Qz) (BOC) «< ((Qx) BOC), pokud symbol O zastupuje & nebo V
a proménnd x neni volnd v C'.

Prenexni operace tedy nahrazuji podformule ekvivalentnimi formulemi. Tvr-
zeni (pe) dava ekvivalenci pro obé operace z (e), uvédomime-li si, Ze spojky
konjunkce a disjunkce jsou komutativni.

Diikaz. (pb) Zastupuje-li symbol @ kvantifikdtor V, potom
F —|(V33) B+ —|(V33) -—=B

protoze formule B a ——B jsou ekvivalentni. Pfitom formuli na pravé strané
ekvivalence lze vyjadiit zkratkou (3x)-B.

Pripad, kdy @ zastupuje kvantifikitor 3 je analogicky.

(pc) Nejprve predpokladejme, Ze symbol @ zastupuje kvantifikator V. Pokud
proménnd z neni volna ve formuli B, implikace

- (Vz) (B — C) — (B — (Vz)C) (16)
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je axiom. Abychom dokézali obracenou implikaci, uvédomme si, ze formule
B — C' vznikne slozenim implikaci

B = (Yz)C (17)
(Vz)C — C (18)

To znamena, ze implikace
(Vo) C = C) = [(B— (Vz)C) = (B — C)]
je tautologie.

Navic (18) je pfipadem axiomu specifikace. Pravidlem modus ponens odvo-
dime

F(B— (Vx)C) — (B —C)
Odtud pravidlem V dostavame
- (B — (Yx)C) — (Yx) (B — C) (19)

protoze formule (17) nema volny vyskyt proménné z. Z formuli (16) a (19) lze
odvodit (pc).

Zbyva piipad, ze @ je kvantifikitor 3. Podle lemmatu 3.32 (i) je
FC— (3x)C (20)
Déle
F(C — (3x)C) - [(B—C)— (B —(3z)C)] (21)

protoze formule (21) je tautologie. Z (20), (21) pravidlem modus ponens odvodime

F(B—C)— (B— (32)0C)
odkud

- (3x)(B—C)— (B— (3x)C) (22)
1ze odvodit pravidlem 3, protoze B — (Jx) C' neobsahuje volné proménnou x .

K dikazu obracené implikace vyuzijeme fakt, ze pro libovolné formule D, F |
F' je formule

(-D—F)—=[(E—F)—(D—E)—F)] (23)
tautologie.
Nejprve odvodime
(Jz) C — (3z) (B — C) (24)
distribuci kvantoru 3 z axiomu (Al).

Dale
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- (B—C)— (3z)(B—C) (25)
podle lemmatu 3.32 (i) a

- -B— (B—C) (26)
je vétou vyrokové logiky. Slozenim obou implikaci (25), (26) dostavame

- =B — (Jz) (B — C) (27)

jako tautologicky disledek. Dosadime-li B, (dz)C, (3z)(B — C) po fadé za
D, E, F do (23) , pak pravidlem modus ponens pomoci (24) a (27) odvodime

F(B— (32)C) — (Fz) (B — C) (28)

Ekvivalence (pc) pro piipad, Ze @ zastupuje kvantifikdtor 3, plyne potom z (22)
a (28).

(pd) Predpokladejme nejprve, ze ) zastupuje kvantifikitor V. Plati

F ((Vx) B — C) < (=C — —(Vz) B) (tautologie)
< (=C — —=(Vx) =—B) (Véta o ekvivalenci)
< (-C — (Jz) -B) (definice 3)
< (3z) (-C — —B) (operace pc)
< (dz2) (B = O) (tautologie)

Pripad, ze @) je 3 je analogicky.

Posledni tvrzeni lemmatu se dokaze tak, ze rozepiSeme spojku O pomoci
negace a implikace a uzijeme prenexni operace (b) — (d).

Diikaz véty 3.52. provedeme indukci podle slozitosti formule A. Je-li A ato-
mickd, pak A je v prenexnim tvaru a za A’ zvolime A.

Je-li A tvaru =B a jiz umime sestrojit prenexni tvar B’ formule B, potom
A" vznikne z =B’ za pomoci operaci (b).

Pokud A je tvaru B — C' a jiz umime sestrojit prenexni tvary B’, C' formuli
B, C,potom A < (B" — (") . Sestrojme varianty B",C" formuli B’,C' takové,
ze zadna volnd proménna formule C' (a tedy ani C") neni vazana ve formuli
B" a také zadna volna proménnd ve formuli B’ (a tedy ani v B") neni vazana
ve formuli C”. Z Véty o variantach plati

A< (B"—=C")
a prenexni tvar formule B” — C” (a tedy i formule A) odvodime z formule
B" — C" pomoci operaci (c), (d).

Nakonec, je-li A tvaru (Vxz) B a B’ je prenexni tvar formule B, potom
(Vz) B" je prenexni tvar formule A, pokud proménnd z neni vizana ve formuli
B’ jinak je prenexnim tvarem formule B formule B’.
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Pokud formule A obsahuje logické spojky &, Vv, mizeme tyto symboly bud
eliminovat rozepsanim zkratek, nebo pouZijeme prenexni operace (e). Z prenex-
nich operaci (¢), (d) je zfejmé, Ze pro spojku <> neni piiméa analogie operaci (c),
(d) mozné, ekvivalenci proto eliminujeme rozepsdnim na konjunkci dvou impli-
kaci.

3.54 Priklad Necht = neni volna ve formuli B a proménné y se nevyskytuje
v B ani v C. Potom nésledujici formule jsou ekvivalentni (napravo uvadime
pouzité prenexni operace).

B < (Vz)C

(B — (Vz)C) & ((Yy) C.ly] — B) definice ekvivalence, (a)
(Vz) (B = C) & (Jy) (Cely] — B) (c), ()

(V2)(Fy) [(B = C) & (Culy] = B)] (e)

3.55 Priklad Néasledujici formule jazyka aritmetiky jsou ekvivalentni

(Fz) (z =y) = (Fz) (x =0V ~(Jy) (y < 0))

(Fz) (z =y) — Fu) (u =0V —=(Tv) (v < 0)) (a)
(Fz) (z =y) — Fu) (u =0V (Yv) ~(v < 0)) (b)
(Fz) (x =y) — (Fu)(Vv) (u =0V (v < 0)) (e)
(Va) (Fu) (Vo) [(z =y) = (u =0V =(v <0))] (c), (d)

Pti konstrukei prenexniho tvaru neni poradi prenexnich operaci jednoznac¢né ur-
¢eno, proto je prenexnim tvarem také formule

(Fu) (Vo) (Vz) [(z = y) = (u =0V (v <0))]

3.5 Predikatova logika s rovnosti

Pti definici splhovani jsme zdtraznili zvlastni postaveni predikatu rovnosti v sé-
mantice jazyka s rovnosti. Axiomy rovnosti, které syntakticky popisuji vlastnosti
predikdtu rovnosti, vyjadiuji prirozené pozadavky, které matematika klade na
rovnost: aby rovnost byla reflexivni, a aby sobé rovna individua méla stejné
vlastnosti vici kazdému predikatu jazyka a davala stejné vysledky pii pouziti
libovolné operace.

V dalsim budeme predpokladat, ze jazyk, se kterym pracujeme, obsahuje pre-
dikdtovy symbol = pro rovnost. Syntaktické vlastnosti tohoto predikatu jsou
vyjadieny ve tiech nasledujicich schematech axiomi.

Je-li & proménnd, potom formule
rT=2x (R1)

je axiom identity.
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Jsou-li x1,...,Tk, Y1,...,yr proménné a je-li f k-arni funkcéni symbol, po-
tom formule

(.I'l =Y — ... (Zb'k = Y — (f(.l‘l,...,l'k) = f(yl;---ayk)) )) (RQ)
je axiom rovnosti pro funkéni symbol f.

Jsou-li xy,..., 2k, y1,...,yr proménné a je-li p k-arni predikatovy symbol,
potom formule

(x1=1p1 — ... (xpr =y = (p(x1, ..., 26) = W1y Uk))-..))  (R3)
je axiom rovnosti pro predikatovy symbol p.

Symetrii a tranzitivnost rovnosti lze odvodit z axiomi (R3) pro predikét rov-
nosti.

Nejprve dokdzeme symetrii, pro libovolné proménné =z, y plati
Fr=y—y==x (31)

Pri dikazu (31) i v dalsich aplikacich axiomi (R2), (R3) upustime od psani
zavorek pii amluvé, Ze chybéjici zavorky se kumuluji doprava (tedy tak, jako v
uvedenych axiomech). Formule

Fr=y—sr=r—ocr=r—>y== (32)

je pripad axiomu (R3) a pofadi prvnich tfi ¢leni implikace (32) lze béznym
obratem vyrokové logiky zaménit. Jinymi slovy, formule

Fr=r—r=r—cr=y—>y==za

je tautologickym disledkem formule (32). Odtud jiz (31) plyne z axiomi (R1)
podle pravidla modus ponens.

Formule
Fr=y—osy=z—-x=2z (33)

vyjadiuje tranzitivnost rovnosti. Pti dikazu vychézime z nésledujiciho pripadu
axiomu (R3)

Fy=cr—z=z—2y=z—>xr=2 (34)
Opét

Fz=z—y=c—oy=z2—>c==2
je tautologickym disledkem (34). Pravidlem modus ponens z axiomu z = z
odvodime

Fy=r—oy=z—-c=2=x (35)

Formule (33) se odvodi slozenim implikaci (31) a (35) jako jejich tautologicky

disledek. Instance formuli (31), (35) a axiomu (R1) se bézné vyuzivaji pfi feSeni
rovnic. Nasledujici véta rozsituje paletu takovych obrati.
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3.56 Véta Necht t,...,t,, s1,...,5, jsou termy takové, ze plati
Ft;=s proi=12,...,n (36)
(i) Je-li ¢t term a s je term, ktery vznikne z ¢t zaménou nékterych vyskyti
termi ¢; odpovidajicimi termy s;, potom
Ft=s (37)
(ii) Je-li A’ formule, kterd vznikne z formule A zadménou nékterych vyskyti

termi ¢; odpovidajicimi termy s;, kromé pripadi, kdy term ¢; je proménna x,
ktera je soucasti kvantifikace (Vz)... nebo (3z)... , potom

F Ao A

Diikaz. (i) DokéZeme indukei podle slozitosti termu ¢ . Je-li ¢ proménné, nebo
néktery z termi tq,...,%, aterm s vznikne zaménou celého termu ¢ odpovida-
jicim termem, pak (37) je jeden z predpokladi (36).

Je-li term t tvaru f(ry,...,7%) a pro termy 7ry,...,r, jiz bylo tvrzeni (i)
dokézano a je-li term s tvaru f(ry,...,r}), kde 7%, j=1,2,...,k vznikne z r;
zameénou nékterych vyskytl termi ¢; odpovidajicimi termy s;, podle indukéniho
predpokladu plati

=ory=rfpro j=1,2,...,k (38)
Déle formule
Frm=rl = o rg=r— fr,. ) = f(rL ) (39)

je instanci axiomu (R2). Tvrzeni (37) lze odvodit z (38) a (39) pomoci pravidla
modus ponens.

(ii) Podle predpokladu se pii pfechodu od formule A k A’ nenahrazuji pro-
ménné, které jsou soucasti kvantifikaci. Zaména termi tedy probihd jen v ato-
mickych podformulich formule A. Staci, kdyz ukazeme, Ze libovolna atomicka
podformule p(ry,...,7%), kde p je predikat rizny od rovnosti, pfipadné podfor-
mule r; = 7y je ekvivalentni se svou transformaci p(rf,...,r}) nebo r] = r}.

Podle (i) plati (38) a formule
Fri=ri—ore=rh— ... = rg=1, = plry,...,m5) = pry, ..., TL)
je instanci axiomu (R3). Odtud
p(ri, ..., re) = p(rl, ..., 7%)

lze odvodit pomoci (38) a pravidla modus ponens. Obracena implikace plyne
podobnym zptsobem ze symetrie rovnosti (31) a (38). Obé atomické podformule
jsou tedy ekvivalentni. Ptipad atomické podformule r; = ry se dokazuje obdobné.
Podle véty o ekvivalenci je formule A’ ekvivalentnis A, protoze vznikla zdménou
podformuli za ekvivalentni formule.
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3.57 Véta Jsou-li t, ti,...,t,, S1,...,5, termy a je-li A formule, potom
plati
(1) F tl:81—>t2:82—>...—>tn:Sn—>t[t1,...,tn]:t[Sl,...,Sn]
(11) F t1=58 —tg=8 —...=>t, =5, — (A[tl,,tn] <—>A[51,...,Sn])

Je-li navic  proménnd, ktera neni obsazena v termu ¢, potom

(iii) F At] < (Vo) (z =t — A)
(iv) F Ayt] < 3Bz) (zr =t & A)

Dikaz. Pokud termy t,...,t,, si,...,S, neobsahuji zddnou proménnou, (i)
a (ii) plyne z odpovidajicich tvrzeni véty 3.56 podle véty o dedukci. V obecném
pripadé je tfeba proménné v termech t;, s; nahradit novymi konstantami. Obé
tvrzeni plynou z véty 3.56 podle véty o dedukci a véty o konstantéch.

(iii) Formule
F (V) (x=t = A) = (t=1t — At])

je pripadem axiomu specifikace. Zaménou prvnich dvou podformuli implikace
odvodime

Ft=t— (Vo)(x =t = A) — A.[t])
jako tautologicky disledek. Nakonec
F (Vx) (=t — A) = Ag[t]

odvodime pravidlem modus ponens pomoci predchozi formule a instance ¢t =t
axiomu (R1).

Abychom dokézali obracenou implikaci, pouzijeme (ii)
Far=t— (A+ ALt])
Odkud
ALt = (2=t — A)
odvodime jako tautologicky disledek. Nakonec
F At = (Vo) (z =t — A)

odvodime pravidlem V, protoze podle predpokladu formule A,[t] neobsahuje
volné proménnou z . Tvrzeni (iv) se dokazuje podobnym zptisobem.
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3.6 Cviceni A

Sémantika predikatové logiky prvniho radu

a)  Ovéite zda nésledujici formule jsou splnény v néjaké realizaci jazyka

b) Oveéite, které z formuli v a) jsou logicky pravdivé, to znamend, ze jsou
splnény v kazdé realizaci jazyka.

Formalni systém dokazovani v predikatové logice
1) Dokazte

a) (Vz)(A - B) = (3zA — B) , pokud = nema volny vyskyt ve formuli
B.

b)  proménna x neméa volny vyskyt ve formuli A
A<+ (Vo)A
A+ (Jx)A
(Vz)A « (J2)A
c) QuQyB + QyQrB
kde @ oznacuje universalni nebo existenc¢ni kvantifikator.
Qr1Qxs ... Qr,B < Qu,,Qxp, ... Qup, B,

kde () oznacuje universalni nebo existenc¢ni kvantifikator a py,pa,...,pn je
libovolna permutace indext 1,2,...n.

d)  (B2)(Vy)B — (Vy)(32)B
e) ~(Ir)A — (Vo)A
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f) (Fz)(A& (B —C)) = (Vx)(A — -C) — —-B)
Pokud proménné x nemé volny vyskyt ve formuli B.

2) Dokazte

a) Vz(A& B) <« (VoA & VaB)

b) Jz(A V B) < (3zA Vv JzB)
¢) Jz(A& B) — (dzA & JzB)

d) (3zA vIzB) - Jz(A V B)
(VzA - VaB) — (VA — VaB)
(VoA — VaB) — (JzA — 3xB)

Véta o korektnosti

1) Ovérte zda nasledujici formule jsou dokazatelné v predikatové logice

a) VadyA — JyVzA

b)  (3rA & 32B) — 3x(A & B)
¢c) Vz(AV B)— (VzA VVzB)
d) (A— B)— (VzA — VaB)
e) (A— B)— (3zA — JzB)

Véty o rovnosti
Dokazte
&) t1=8 —tya=8 —...=>1t, =35, —>t[t1,t2,...,tn] :t[Sl,SQ,...,Sn]

b) t1=58 —ta=8—>...>t, =5, —
— (Alt1, to, ..., t,] <> Als1, 52, .., Sn])

¢)  Necht z je proménné a ¢ je term, ktery neobsahuje proménnou z.

Dokazte, ze plati
At & Ve(z =t — A)

Alt] & Jx(z =t & A)

transitivnost rovnosti

T=T o Y=2—"r=Yy—>Tr=2
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3.7 Cviceni B

1. (Polsky zapis termi)
Je-li dan jazyk L prvniho tadu, rikdme, ze slovo ¢ je bezzdvorkovym
zapisem termu, jestlize ¢ vznikne podle nasledujicich pravidel:
(i) t sestava z jediného symbolu — symbolu pro proménnou,
(ii) ¢ je tvaru fty,...,t, (zfetézeni n + 1 slov), kde f je n-arni
funkcéni symbol a ty,...,%, jsou bezzavorkové zapisy termii.
(a) Dokazte obdobu tvrzeni (a) — (¢) ze cvifeni 3, kapitola 1.

(b) Modifikujte definici polského zapisu z citovaného cvic¢eni prvni kapi-
toly tak, aby popisovala polsky zapis vSech formuli predikatove logiky.
Dokazte obdobu tvrzeni (a) — (¢) z citovaného cviceni.

2. Jsou-li T, S mnoziny formuli, A, B formule, potom plati

(a) Jelli TCS a Tk A, potom S A.
(b) T F A pravé kdyz pro néjakou kone¢nou podmnozinu 7" C T plati

T+ A.

(¢) Je-i T+ C pro kazdou formuli C' z mnoziny S ajeli S F A,
potom T F A.

(d) Je-li S mnoZina vSech uzavéri formuli z T, potom T F A, pravé
kdy? S - A.

(e) Jelli THAaTkFHA— B,potom T+ B.

3. Je-li A" uzavér formule A, je-li B formule a T mnozina formuli, potom
T,AF B prave kdyz T + A’ —» B.

4. (a) Ukazte, Ze pravidlo zavedeni V (viz lemma 1) plné nahradi odvozovaci
pravidlo generalizace. Navic je mozné vynechat schema axiomi (Vz) (A —
B) — (A — (V) B), kde proménnd x neni volna ve formuli A.

(b) Ukazte, ze pravidlo zavedeni 3 (viz lemma 2 (ii)) a schema (i) z téhoz
lemmatu plihe nahradi pravidlo zavedeni V a schema specifikace. Podle
(a) vznikne formalni systém ekvivalentni predikatové logice prvniho
radu.

Oba typy systémt uvedené v bodech (a), (b) byly pouzivany Hilbertem a
jeho zaky.

5. Je-li T mnozina formuli, T je spornd, pravé kdyz F —A; V ... V —A4,,
kde Aj,..., A, jsou uzavéry (navzdjem riznych) formuli z mnoziny 7.
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. Jsou-li wvq,...,v, navzajem rizné symboly pro proménné, oznac¢me

Ag formuli (31}1)(37}2) (Ul 7£ Ug)
a dale
Az oznacuje formuli (Jvy)(Fve)(Jus) (v1 # ve & vy # vy & vo # v3)

Je ziejmé, jak bychom zapsali formuli A, , kterd tvrdi ”existuje alespon n
riznych individui”.

Jsou-li z, vy, 2 navzajem rlzné symboly pro proménné, dokazte
(Fx)(z#y&ax#z2) (y=2& Az) V (y # 2 & Aj)).

. Dokazte tvrzeni (i), (ii) a (iv) z véty 2 v §4.

. Prevedte nasledujici formule do prenexniho tvaru

(a) (Vo) ((Vy) (y <2 = P(y)) = P(x)) = (Vo) P(x),

(b) (Fz) P(x) — (Fz) (P(z) & (Vy) (y < + — =P(y))), kde P je unéarni
predikatovy symbol.

. Necht L je jazyk prvniho fadu, necht ¢ je symbol pro konstantu. ktery

se nevyskytuje v L, necht L' je jazyk, ktery vznikne z L roz§ifenim
o symbol c¢. Ke kazdé formuli A jazyka L pritadme formuli A* tak,
ze libovolny term ve formuli A nahradime konstantou ¢ a vynechame
vSechny kvantifikdtory a vSechny proménné, které jsou bezprostiedné za
kvantifikatorem.

(a) Konstrukei formule A* lze popsat indukei dle slozitosti:
Je-li A atomickd formule tvaru p(¢y,...,t,), kde p je n-arni
predikatovy symbol rizny od rovnosti a ti,...,%, jsou termy, pak
A* je formule p(e, ..., c).
Je-li A atomicka formule tvaru ¢; = ty, kde t;, %5 jsou termy, pak
A* je formule ¢=c.
Je-li A tvaru —B, nebo BOC, kde B, C jsou formule a O
je symbol pro logickou spojku, potom A* je formule —-B*, nebo
B*OC*.
Je-li A tvaru (Qr) B, kde @ je symbol pro kvantifikdtor a X je
néjakd proménna, potom A* je tvaru B*.

(b) Je-li L jazyk bez rovnosti, A libovolna formule takova, ze + A,
potom A* je tautologie.

(c¢) Je-li L jazyk s rovnosti, A libovolna formule takova, ze F A, potom
A* je tautologicky disledek formule ¢ =c.
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(d) Pro zadnou formuli A neni - A a F —A. Formélni systém predi-
katové logiky je tedy bezesporny. Problém bezespornosti predikatové
logiky byl preveden na bezespornost vyrokové logiky.
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Kapitola 4

Pravdivost a dokazatelnost

Zatim jsme sémantiku a formalni systém (syntax) predikdtové logiky zkoumali
oddélené. Zavedli jsme jazyk prvniho fadu a nejprve jsme se zabyvali relacnimi
strukturami, které jazyk realizuji a definovali jsme spliiovani a pravdivost for-
muli v realizacich jazyka. Teprve potom jsme zavedli formalni systém predika-
tové logiky, jeji axiomy a odvozovaci pravidla. Z nich jsme dokézali zakladni véty
predikatové logiky.

Nyni si polozime otazku, zda zvoleny formalni systém predikatové logiky dobfte
vystihuje jeji sémantiku, zejména zda véty predikatové logiky jsou logicky prav-
divymi formulemi a naopak. Tyto otdzky budeme zkoumat nejen pro formalni
systém predikatové logiky, ale pro tfidu vSech teorii prvniho radu. Nejprve zave-
deme potiebné pojmy.

4.1 Véta o korektnosti

4.1 Logicky pravdivé formule Je-li L jazyk, fikdme, ze formule A jazyka
L je logicky pravdivd a pisSeme | A, jestlize A je splnéna v kazdé realizaci
jazyka L.

Logicky pravdivé jsou ty formule, které jsou splnény bez ohledu na realizaci
jazyka, tedy prii libovolné interpretaci specialnich symboli. Logicky pravdivym
formulim tikdme také logicky platné formule.

4.2 Teorie prvniho fadu Je-li L jazyk prvniho fddu a 7T je mnozina
formuli jazyka L, fikdme, ze T je teorie pruniho fidu (v predikdtové logice)
s jazykem L. Formulim z mnoziny 1T tikdme specidlni axiomy teorie T .
Predikatova logika je specialnim ptipadem teorie prvniho fadu, kterd nema zadné
specialni axiomy.

Predchozi definice odpovida postupu, kterym v matematice zavadime néja-
kou specidlni teorii. Nejprve zvolime jazyk vhodny k formalnimu popisu teorie a

77
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vSechny predpoklady o objektech, se kterymi teorie pracuje, vyjadiime pomoci
vhodnych formuli zvoleného jazyka - specidlnich axiomii.

Za zminku stoji i s tim spojeny posun zajmu. Pii odvozovani vét teorie nam
jde predevsim o takové, ve kterych se projevi specialni vlastnosti teorie. Méné
se zajimame o logicky pravdivé formule, které plati ve vSech realizacich jazyka
teorie, zajimame se o formule, které jsou pravdivé v téch realizacich jazyka, ve
kterych jsou splnény vSechny specialni axiomu teorie.

4.3 Modely teorie (i) Je-li T teorie s jazykem L a 90 je realizace jazyka
L, fikdme, ze M je modelem teorie T a piSeme M = T, je-li v M splnén
kazdy specialni axiom teorie T .

(i) Rikame, ze formule A je sémantickym disledkem teorie T nebo ze A
je T-platnd formule, je-li A splnéna v kazdém modelu teorie 7. V takovém
ptipadé piseme T £ A.

4.4 Priklad a) Teorie uspordaddani mé jazyk s rovnosti, ktery obsahuje jediny
specialni symbol, binarni predikdt < a dva specidlni axiomy
—(x < x)
r<y— (y<z—x<2)
kde z, y, z jsou proménné. Kazdy model této teorie je castecné uspordadand mno-
Zina.
Pridame-li jesté axiom
r<yVze=yVy<c
potom kazdy model této teorie je linedrné usporadana mnozina. Takové teorii se
riké teorie linedarniho usporadani.

b) Teorie okruhi, obori integrity a téles Necht L = {0, 1, +, -} je jazyk s
rovnosti takovy, ze 0, 1 jsou symboly pro konstanty a -+, - jsou symboly pro
bindrni funkce. Teorie komutativnich okruhi s jednotkou mé néasledujici specidlni
axiomy

r+(y+z)=(x+y) +z (o1)
r+0=u O+z=u (02)
(FyY)(z+y=0 & y+zx=0) (03)
r+y=y+uw (04)
l-z=x r-l=u (05)
v-(y-2)=(v-y) 2 (06)
Ty=y-x (07)
v (y+2)=(@-y)+(@-2) (08)
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Pridanim axiomu
z-y=0—=(x=0VvVy=0) (i1)
dostavame axiomy teorie obori integrity.

Pridame-li k axiom@m teorie okruhti dva axiomy

0#1 (t1)
r#0—= (Fy)(y-z=1) (t2)
dostavame axiomy teorie téles. Modelem teorie okruhti je okruh, modelem teorie

obortli integrity je obor integrity a modelem teorie téles je téleso. V algebie se
dokazuje, ze axiom (il) je vétou teorie téles. Kazdé téleso je tedy oborem integrity.

¢) Elementdrni aritmetika je teorie s jazykem s rovnosti a specialnimi symboly
0, S, 4+, -, kde 0 je konstanta oznacujici nejmensi prirozené ¢islo, S je unarni
funkéni symbol pro funkci naslednika S(zr) = z + 1, + a - jsou bindrni
pro operace souctu a soucinu prirozenych cisel. Elementarni aritmetika ma tyto
specialni axiomy.

S(x) #0
S()=Sy) »z=y
r+0=x
r+S(y) =S(x+vy)
z-0=0

z-S(y)=(x-y)+w
Prvni dva axiomy tvrdi, ze naslednik pfirozeného cisla je nenulovy a ze S je
prosta funkce, dalsi ¢tyti axiomy podavaji rekurzivni definici sou¢tu a soucinu.

Struktura 9 z prikladu 3.12 ¢ je urcena mnozinou ptirozenych ¢isel v teorii
mnozin s operacemi souctu a soucinu prirozenych cisel tak jak jsou definovany v
teorii mnozin je modelem elementarni aritmetiky. 9 nazyvame standardni model
aritmetiky.

4.5 Uplnost formélniho systému predikatové logiky Hlavnim vysled-
kem této kapitoly je véta o plnosti predikatové logiky, kterd tvrdi, ze pro libovol-
nou teorii 7" prvniho rddu mnozina vSech vét teorie 1" je rovna mnoziné vsech
T-platnych formuli. Specialné pro predikatovou logiku to znamend, ze libovolna
formule je vétou predikatové logiky, pravé kdyz je logicky platna.

Rikdme, ze formdini systém predikatové logiky je uplny, protoze dovoluje od-
vodit pravé vSechny logicky platné formule. Prvnim krokem na cesté k tomuto
cili je nasledujici tvrzeni.

4.6 Véta o korektnosti Je-li T teorie s jazykem L a je-li A formule
jazyka L takova, ze T+ A, potom T | A. Kazda véta teorie T je splnéna ve
vSech modelech.



80 KAPITOLA 4. PRAVDIVOST A DOKAZATELNOST

Diikaz se provadi indukei podle délky dikazu formule A. V prvni ¢asti do-
kadzeme, ze vSechny axiomy predikatové logiky jsou logicky pravdivé a tedy také
T-platné a ve druhé c¢asti dokdzeme, ze odvozovaci pravidla jsou korektni: z T-
platnych formuli odvozuji zase T-platnou formuli a specialné z logicky platnych
formuli odvozuji zase logicky platnou formuli.

Necht Ay, As, ..., A, je dikaz formule A z axiomid 7. Necht IMm je
libovolny model teorie 7' . Indukei podle délky diikazu dokdzeme, ze M = A;
plati pro kazdé i < n. Je-li ddno ¢, predpokladdejme, ze kazda formule A; ,j <
je splnéna v modelu 9t. Pro i = 1 je to prazdny piedpoklad. Podle definice
dikazu pro formuli A; mohou nastat tyto pripady

a) A; jeaxiomz T, potom A; jesplnéna v 9, protoze M je model teorie
T podle predpokladu.

b) A; je axiom predikitové logiky. Piipady jednotlivych schemat axiomi
rozebereme kazdy zvlast.

bl) A; je axiom vyrokové logiky. Vime, ze A; je tautologie. Je-li e libo-
volné ohodnoceni proménnych v modelu 91, ohodnoceni e urcuje pravdivostni
hodnoty vSech prvotnich podformuli formule A; . Formule A; je tautologie, je
tedy pravdiva v 9 pri ohodnoceni e nezavisle na pravdivosti svych prvotnich
podformuli. Protoze e je libovolné ohodnoceni proménnych, A; je splnéna v 9.

b2) A; je axiom specifikace tvaru (Vz)B — Byg[t]. Necht e je libovolné
ohodnoceni proménnych. Je-li podformule (Vz)B nepravdivd pii ohodnoceni
e, podle definice pravdivosti implikace je formule A; pravdiva pfi ohodnoceni
e. Predpokladejme, ze podformule (Vz)B je pravdiva pii ohodnoceni e. Podle
definice pravdivosti, potom M = Ble(x/m)] pro libovolné individuum m. Spe-
cialné, je-li m individuum t[e], podle lemmatu 3.23 je formule B,[t] pravdiva
pii ohodnoceni e, a tedy také formule A; je pravdiva pii ohodnoceni e. Ukazali
jsme, ze formule A; je pravdiva v 9 pfi libovolném ohodnoceni proménnych,
je tedy splnéna v M.

b3) Je-li A; axiom tvaru (Vz)(B — C) — (B — (Vx)C), kde formule B
neobsahuje volné proménnou x a je-li e libovolné ohodnoceni proménnych, stejné
jako v b2), zajimavy je jen pfipad, kdy podformule (Vz)(B — C) je pravdiva pii
ohodnoceni e. Podle definice spliiovani to znamena, ze pro libovolné individuum m
plati 9 = (B — C)[e(x/m)]. Podle definice pravdivosti implikace to znamena,
ze bud podformule B neni pravdiva pii ohodnoceni e(x/m), nebo podformule C
je pri tomto ohodnoceni pravdiva. Protoze B neobsahuje proménnou x volné,
B je pravdiva pii ohodnoceni e(x/m), pravé kdyz je pravdiva pii ohodnoceni e.
Pritom pravdivost C' pii ohodnoceni e(x/m) pro kazdé individuum m, podle
definice pravdivosti znamend, Ze formule (Vz)C' je pravdiva pii ohodnoceni e.

Ukézali jsme, 7ze pii ohodnoceni e bud neni pravdiva formule B nebo je
pravdiva formule (Vz)C', tedy formule B — (Vx)C' je pravdiva pii ohodnoceni e.
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To znamena, ze je pravdiva také implikace A;. To vSe pii libovolném ohodnoceni
e, proto M = A;.

b4) Je-li A; axiom identity tvaru z = x, potom A; je pravdiva pii kazdém
ohodnoceni e, protoze obé strany rovnosti jsou realizovany stejnym individuem
e(x).

Je-li A; axiom rovnosti pro n-arni funkéni symbol f, tedy axiom

xl:y1_>x2:y2_>---_>xn:yn_)f(xlax%"')xn):f(y17y27"'7yn)

méjme libovolné ohodnoceni proménnych e. Zajimavy je pouze pripad, kdy vSechny
predpoklady implikace x; = y; jsou pravdivé pri e. Potom je pro kazdé i,1 <
i < n proménnym x;, y; prifazeno stejné individuum e(z;) = m; = e(y;) .
To znamend, Ze oba termy v posledni rovnosti implikace jsou realizovany stej-
nym individuem fgn(my, mo, ..., m,). Podle definice pravdivosti je pak rovnost
f(z1,29,...,2,) = f(y1,Y2,...,yn) pravdiva pii ohodnoceni e a spolu s ni i
axiom rovnosti A; . Protoze e bylo libovolné ohodnoceni proménnych, axiom
A; je splnén v 9. Podobné postupujeme Je-li A; axiom rovnosti pro predikat.

Zbyvaji pripady, kdy formule A; je odvozena néjakym odvozovacim pravi-
dlem.

c) Je-li formule A; odvozena pravidlem modus ponens z formuli A;, A,
kde j, k <i a A je tvaru A; — A;, podle indukéniho piedpokladu jsou
formule Aj;, A pravdivé v 9 pfi libovolném ohodnoceni proménnych e. Z
definice pravdivosti implikace pak dostavame, ze také formule A; je pravdiva pii
libovolném ohodnoceni e, je tedy splnéna v modelu M.

d) Je-li formule A; odvozena pravidlem generalizace z néjaké formule A; pro
j <1, potom A; jetvaru (Vz)A,. Necht e je libovolné ohodnoceni proménnych.
Podle indukéniho pfedpokladu je formule A; pravdiva pii kazdém ohodnoceni
proménnych, specialné také pii kazdém ohodnoceni e(xz/m) pro libovolné indivi-
duum m. Podle definice pravdivosti je pak formule (Vz)A;, tedy formule A,
pravdiva pii ohodnoceni e. Protoze e je libovolné ohodnoceni proménnych, A;
je splnéna v modelu 9. Tim je véta o korektnosti dokazana.

4.7 Dtsledek VsSechny axiomy predikatové logiky jsou logicky pravdivé for-
mule. Z korektnosti odvozovacich pravidel plyne, ze také vSechny véty predikatové
logiky jsou logicky pravdivé formule.

4.8 Priklad a) Véta o korektnosti davad metodu, jak ukdzat ze néjaka for-
mule neni vétou predikatové logiky nebo vétou néjaké teorie T'. Uvazujme formuli
x =0 ve standardnim modelu 9 elementarni aritmetiky. V ném je konstanta 0
realizovana prazdnou mnozinou. Ohodnotime-li proménnou z kterymkoli jinym
individuem, formule = 0 neni pravdiva v 9, neni tam tedy ani splnéna. Podle
véty o korektnosti tato formule neni vétou elementarni aritmetiky a tim méné veé-
tou predikatové logiky. Stejnym zptisobem bychom dokézali, ze ani formule x # 0
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neni vétou elementarni aritmetiky. Tento vysledek nas neprekvapi, uvédomime-li
si, ze kdyby naptiklad formule z = 0 byla vétou elementarni aritmetiky, pak
podle véty o uzavéru by vétou byla také formule (Vz)(z = 0).

b) Nyni mtzeme ukizat, Ze vétu o dedukei nelze v predikitové logice vyslovit
bez predpokladu o proménnych formule A. V predikatové logice dokazeme

r=0Fy=0
protoze y = 0 je instanci x = 0. Neni vSak dokazatelna implikace
r=0—-y=0

protoze neni splnéna ve standardnim modelu aritmetiky 9. K tomu staci vzit
ohodnoceni proménnych, které proménné z prifazuje prazdnou mnozinu a pro-
ménné y kterékoliv jiné individuum.

4.9 Dusledek Ma-li teorie 7" model, je bezesporna.

Diikaz. Necht 9 je model teorie T. Necht A je néjaka uzaviena formule ja-
zyka teorie T'. Podle definice splhovani je pravé jedna z formuli A a = A pravdiva
v modelu M. Ta z obou formuli, kterd neni pravdiva v 9, nemize byt podle véty
o korektnosti dokazatelna. To znamenad, ze teorie 1" je bezesporna.

4.10 Disledek Predikatova logika je bezesporna.

Diikaz. Kazda realizace jazyka je modelem predikatové logiky podle Diisledku
4.7. Tvrzeni potom plyne z Diisledku 4.9.

4.11 Finitni a nefinitni dikazy Dikaz bezespornosti predikatové logiky
podle Disledku 4.10 se opird o model, ktery mize byt sdim nekonec¢ny. Takovému
dikazu tikdme nefinitni. Ve cvicenich ukézeme, Ze bezespornost predikatové lo-
giky lze dokazat pomoci jednoprvkového, tedy finitntho modelu. V obecném pii-
padé miuze byt dikaz bezespornosti néjaké teorie podminén existenci néjakého
modelu, ktery je nekonec¢ny a existenci konecného modelu dané teorie neumime
dokézat nebo dokonce umime dokézat, ze dana teorie zadné konecné modely nema
(naptiklad aritmetika). Takovym diikaztim bezespornosti se ¥ikd sémantické.

Na rozdil od mnozinovych struktur, které jsou modely teorii, formule a dikazy
v jazyku dané teorie jsou syntaktické objekty, které jsou finitni. Finitni dikaz
bezespornosti teorie T lze provést napiiklad tak, ze popiSeme zptsob, jak lze
libovolny dilkaz sporu v teorii T syntakticky transformovat na dikaz sporu v
néjaké jiné teorii S, o které jiz vime, ze je bezesporna. Potom 7' musi byt také
bezesporna teorie.

Finitni dikaz popsaného typu se opira jen o syntax teorii 7" a S, proto se
takovym dikazim fikd syntaktické. Finitni (syntakticky) dikaz bezespornosti
predikatové logiky redukci sporu do vyrokové logiky neni obtizny. Stru¢ny navod
byl zatazen do cviceni.
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4.2 Véta o uplnosti

Zatim jsme dokézali, ze formalni systém predikatové logiky je korektni, tedy ze
kazda véta predikatové logiky je logicky platna. Nyni ukazeme, ze formalni systém
predikatové logiky je také uplny, to znamend, ze také kazda logicky pravdiva
formule je vétou predikatové logiky. Tento vysledek vyslovime v obecnéjsi formé
pro teorie prvniho radu.

4.12 Véta o tplnosti (Godel) Necht T je teorie s jazykem L. Potom plati
(i) je-li A libovolné formule jazyka L, potom
T + A, pravé kdyz T = A
tedy A je vétou T, pravé kdyz A je splnéna v kazdém modelu teorie T'.
(ii) T je bezesporna teorie, pravé kdyz T ma néjaky model.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze tvrzeni (i) je disledkem tvrzeni (ii). Necht T je
teorie, A je formule jazyka teorie 1. Podle véty 3.49 je T+ A, pravé kdyz je
TU{—-A"}  kde A’ je uzévér formule A, sporna teorie. Podle (ii) je to ekvivalentni
s tvrzenim, ze TU{—A'} nemda model. Protoze A’ je uzaviend formule a v kazdém
modelu teorie T (pokud néjaky existuje) musi byt pravdiva jedna z formuli A’
a —A’', znamena to, Zze v kazdém modelu teorie 1" je pravdiva formule A’. Podle
definice spliiovani to je pravé tehdy, kdyz je v kazdém modelu teorie 7' splnéna
formule A. Tim je (i) dokdzano.

Povimnéme si, ze implikace zleva doprava ve tvrzeni (i) je znéni véty o ko-
rektnosti a implikace zprava doleva ve tvrzeni (ii) je znéni Disledku 4.9. K dikazu
véty o uplnosti staci, dokdzeme-li ze kazda bezesporna teorie ma néjaky model.
Metodu dikazu, kterou pouzijeme, vytvoril L. Henkin.

Nejprve popiseme konstrukci takzvané kanonické struktury pro teorii 7' a
ukazeme, ze kanonicka struktura je modelem teorie 7', pokud T spliuje urcité
dalsi predpoklady. V dalsich krocich ukadzeme, ze kazdou teorii 1" lze rozsitit do
teorie 1", ktera spliiuje zminéné predpoklady, a ze omezenim kanonické struktury
pro T ziskdme model teorie T . Dikaz rozdélime do nékolika tvrzeni.

4.13 Konstrukce kanonické struktury pro 7' Je-li T" bezesporna teorie
s jazykem L, mame sestrojit relac¢ni strukturu, kterd je modelem teorie 7'. To
znamend, ze mame sestrojit mnozinu individui - univerzum takového modelu -
a dale zobrazeni a relace na tomto univerzu, které realizuji funkéni a prediké-
tové symboly jazyka L tak, aby vysledna struktura byla modelem teorie 7T'. K
dispozici mame jen syntakticky material teorie 1", jazyk, termy, formule a véty.

Zakladni myslenka konstrukce je prosta, universum bude tvofeno z termi,
protoze ty odpovidaji "objektim” teorie, a splhovani formuli v konstruované
struktutfe bude dano vétami teorie. Univerzum struktury vytvorime z termi bez
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proménnych, protoze jejich vyznam je urcen jednoznac¢né bez ohledu na ohodno-
ceni proménnych, funkéni symboly na tomto univerzu budeme realizovat urcitym
kanonickym zpiisobem a predikaty budou realizovany relacemi podle vét teorie.

Pti blizs§im zkoumani navrzeného postupu zjistime, ze jsou zde nékteré pro-
blémy.

(i) Pokud jazyk L neobsahuje Zadnou konstantu, nejsou zadné termy bez
proménnych.

(ii) Je-li L jazyk s rovnosti, mize se stat, ze pro dva rizné termy ¢, s bez
proménnych plati T'F s = ¢, ale v konstruované strukture nebude tato formule
splnéna protoze oba termy chapeme jako dvé rizna individua.

(iii) Je-li A uzaviend formule, v konstruované struktufe bude pravdiva jedna
z formuli A a —A. Pfitom zadné z nich nemusi byt vétou teorie 1'.

(iv) Je-li néjaka formule tvaru (Jz)B vétou teorie T, chceme, aby tato for-
mule byla splnéna v konstruované struktuie. To podle definice spliovani nastane
kdyz v dané struktufe najdeme individuum - term bez proménnych ¢, ktery exis-
tenci "dosvédéi”, coz by znamenalo, ze B,[t] je také vétou teorie T'. Teorie T
nemusi takovy pozadavek splhovat.

Na prvni pohled je zfejmé, Ze nejjednodussi je problém (ii). ProtoZe rovnost
je reflexivni, symetricky a tranzitivni predikat, staci faktorizovat mnozinu termu
podle rovnosti. V ostatnich pripadech musime pozadovat, aby teorie T° méla
néjaké dalsi vlastnosti. V pripadé (iii) je to tplnost a v ptipadé (iv) pozadujeme
aby T byla takzvand Henkinova teorie, tim je feSen i problém konstant (i).
Nejprve zavedeme dva nové pojmy.

4.14 Uplné teorie Rikame, Ze teorie T s jazykem L je tplnd, jestlize T
je bezesporna a pro kazdou uzavienou formuli A jazyka L je jedna z formuli
A, =A dokazatelna v T'.

Uplné teorie je bezesporna a pro kazdou uzavienou formuli A rozhoduje,
kterd z dvojice formuli A, = A je dokazatelna. Z definice splhovani plyne, ze pro
kazdou realizaci 9 jazyka je mnozina Th(9) vSech uzavienych formuli, které
jsou pravdivé v 9, uplna teorie.

4.15 Henkinovy teorie Rikame, 7e teorie T s jazykem L je Henkinova,
jestlize pro libovolnou uzavienou formuli (3x)B existuje konstanta ¢, takova, ze
plati

T+ (3z)B — B[]
4.16 Lemma Je-li 7' uplna Henkinova teorie, potom 7' méa model.

Diikaz. Necht T je Gplna Henkinova teorie s jazykem L , oznac¢me 7T
mnozinu vSech termi bez proménnych jazyka L. Na mnoziné 7T definujeme
relaci = tak, ze pro libovolné dva termy t;, to z 7T polozime
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ty =1y, prave kdyz T H 1t =t

Relace = je ekvivalence na mnoziné 7T, protoze predikat rovnosti je refle-
xivni, symetricky a tranzitivni. Pro libovolny term ¢ z 7T nechf [t] oznaluje
tfidu ekvivalence termu t urcenou relaci =, tedy

[t] ={slse T,t=s}

Necht univerzum M vznikne z 7T faktorizaci podle relace ekvivalence =, to
znamend, ze mnozina M je tvofena tfidami ekvivalence [t], t € T.

K urceni rela¢ni struktury 9, které realizuje jazyk L, staci definovat zobra-

zeni a relace na univerzu M, které realizuji funkéni a predikatové symboly jazyka
L.

Je-li f n-arni funkéni symbol a [t1], [to], ..., [t,] € M, polozime
fim([tl]a [t2]7 ) [tn]) = [f(t17t27 S 7tn)]
Je-li p n-arni predikdtovy symbol riizny od rovnosti, pro [ti],...,[t,] € M
definujeme
([t1], [t2], - - -, [tn]) € pon pravé kdyz T+ p(ty,ta,. .., ts)

Je tfeba ukazat, ze obé definice jsou korektni, Ze jejich pravé strany zavisi jen
na tiidach ekvivalence [t;], 1 < i < n a ne na volbé jejich reprezentace termy
t; . Pro kazdé i, 1 <i <n zvolme libovolné s; € [¢;]. Potom T Ft; =s; pro
kazdé i, 1 <i <mn a podle vét o rovnosti

TH f(tl,tg,...,tn) = f(51,82,...,8n)
TF p(ty,ta, ... ) <> p(s1,82,---,8n)

odkud dostavame

[f(t17t27 s 7tn)] = [f(817527 .- '75n)]
TFp(t,ta,...,t,) pravé kdyz T+ p(si,S2,...,Sn)

Tim je korektnost obou definic dokdzana a definice kanonické struktury 9t pro
teorii 1" je uplna. V dalsim budeme potfebovat nasledujici tvrzeni.

Je-li ¢t term takovy, ze vSechny jeho proménné jsou mezi proménnymi
x1, To,...,T, ajeli e ohodnoceni proménnych v M, takové, ze e(x;) = [t;]
pro 7,1 <17 < n a néjaké termy bez proménnych ¢, t,,...,t, , potom pro
realizaci tle| plati

t[@] = [tflil,fIJQ,---,fIJn [tla t27 s 7tn”
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Specialné je-li t term bez proménnych, potom
tle] = [t] (1)
Dokazujeme indukci podle slozitosti termu ¢. Je-li ¢ proménna napiiklad
Z;, potom
tle] = e(x;)
= [t:]
[tey, 2aymn [T15 t25 - - o5 ]

Je-li t tvaru f(sy,S2,...,Sy,), z indukéni hypotézy plyne

sile] = [silt1, ta, ..., tu]] pro i,1 <i<n

odkud
tle] = fom(sile], sale], ..., snle])
= fgﬁ([sl[tl, tQ, . ;tn”; ey [Sn[tl, tQ, . ;tn”)
= [f(s1,52,- -, Sn)[t1, to, ..., tn]]
— [twl,azg,...,zn [tla t27 s 7tn]]

Dikaz tohoto tvrzeni je obdobou ditkazu lemmatu 3.23 (i). Nasledujici tvrzeni
se dokaze podobné jako tvrzeni (ii) téhoz lemmatu.

Je-li A formule jejiz volné proménné jsou mezi proménnymi xy, s, ..., T,
a e je ohodnoceni proménnych v 9 takové, ze e(x;) = [t;] pro i, 1 <i<n a
termy bez proménnych t¢;, potom

M= Ale]  pravé kdyz = Ap e,z [t T2,y oo, Tl (2)

Pro kanonickou strukturu 91 pro teorii 7' a libovolnou uzavienou formuli
A plati
MEA pravekdyz THA (3)
dokazeme to indukeci podle slozitosti formule A. Pripomenme, ze podle definice
spliiovani je uzaviena formule pravdiva v néjaké realizaci jazyka, je-li tam prav-
diva pri alespon jednom ohodnoceni proménnych. V takovém piipadé je pravdiva
pii vSech ohodnocenich proménnych. Necht e je libovolné ohodnoceni proménnych
v M. Uvazujeme nasledujici pripady.

a) Je-li A atomickd formule tvaru p(ty,ts,...t,), potom termy ¢; pro
1, 1 <1 < n neobsahuji proménné. Plati

ME= A prave kdyz = Ale]
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prévé kdy?  (tle] ble], . tule]) € po
pI‘éNé kdyZ ([tl]a [t2]7 s [tn]) S Pon (1)
pravé kdyz T+ A (definice pgy)

Je-li A tvaru t; =ty dikaz je podobny.

b) Je-li A tvaru =B, potom
MmE=A  pravée kdyz mpE B
pravé kdyz Tt/ B (ind. predpoklad)
pravé kdyz T+ —B (aplnost T')
pravé kdyz TFA

c¢) Je-li A tvaru B — C, potom

ME= A pravé kdyz 9 = B nebo M = C
pravé kdyz T/ B nebo T+ C (ind. predpoklad)
pravé kdyz T+ =B nebo T HC (aplnost T')
pravé kdyz TFA

Posledni ekvivalenci rozebereme podrobnéji. Z vyrokové logiky dostavame
F-B— (B—C) (v2)
FC — (B—C) (axiom Al)

Je-li formule —B nebo formule C' vétou T, potom T F B — C' odvodime
pravidlem modus ponens. Je-li naopak implikace B — C' vétou T, z Gplnosti
T plyne, ze bud B nebo —B je také vétou 1.V prvnim pfipadé odvodime
T+ C pravidlem modus ponens a druhy pripad vyhovuje.

d) Je-li A tvaru (Vx)B, potom

MmEA  pravé kdyz | Ale]

pravé kdyz  pro libovolny term bez proménnych ¢

m = Ble(x/[1])]
pravé kdyz  pro libovolny term bez proménnych ¢

M = Be[t] (2)
pravé kdyz  pro libovolny term bez proménnych ¢

T+ B,lt] (indukéni predpoklad)

pravé kdyz T HF A

Posledni ekvivalenci rozebereme podrobnéji. Z uplnosti teorie T plyne, ze bud
A nebo —A jevétou T. Jelli A vétou T, potom podle axiomu specifikace
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je také vétou formule B,[t] pro kazdy term t bez proménnych. Je-li naopak
vétou 1 formule —A , potom uzitim prenexni operace dostavame

T+ (3z)-B (4)

Protoze T je Henkinova teorie a (4) je uzavienda formule, pro néjakou konstantu
¢ dostavame

T+ (3z)~B — —B,|d]
odkud pravidlem modus ponens z (4) plyne

T+ =B,|c]
a z bezespornosti teorie 1’

Tt/ B,|c]
Ukézali jsme, 7e formule (Vz)B je vétou T, pravé kdyz je pravdiva v kanonické
strukture 2 pro T'. Tim je dokoncen piipad d) a dikaz (3).

Nyni jiz snadno ukdzeme, ze kanonickd struktura 9t je modelem teorie T .
Je-li A libovolny axiom 7', necht A’ je uzavér formule A. Podle véty o
uzavéru je A’ vétou teorie T a podle (3) je to formule pravdiva v 9. Podle
definice splhovani je také formule A splnéna v 9t. To znamend zZe kanonicka
struktura 9t pro 7T je modelem teorie 7T'. Tim je lemma dokazana.

Na zavér poznamenejme, ze prvni krok diikazu lemmatu lze provést pro libo-
volnou teorii 7". To znamend, ze (3) plati pro libovolnou atomickou formuli bez
promeénnych.

4.17 RozSirfovani teorii Zatim umime dokazat vétu o uplnosti jen pro
teorie, které jsou uplné a Henkinovy. Je-li 17" bezesporna teorie s jazykem L,
pak T' nemusi byt uplnad ani Henkinova. Uvazujeme-li naptiklad predikatovou
logiku s rovnosti a jazykem L = {0, 1, +, -}, je to teorie, kterd jisté neni uplna.
Pridanim dalsich specidlnich axiom mohou vzniknout rizné algebraické teorie -
teorie okruhi, teorie oboriu integrity, teorie téles z prikladu 4.4b a dalsi. Je ziejmé,
ze predikitova logika sama nerozhoduje pro kazdou uzavienou formuli A jazyka
L zda A nebo —A je vétou. Nelze se domnivat, ze logicky pravdivé formule
budou detailné urc¢ovat vlastnosti specialnich symbolt, vzdyt logicky pravdivé
formule byly definovany pravé tim, zZe jejich pravdivost nezdlezi na interpretaci
specialnich symbolii.

Ukazeme, ze kazdou bezespornou teorii 1" lze rozsitit do iplné a Henkinovy
teorie 1" . Z kanonické struktury, ktera je modelem teorie 1", pak ziskdme model
teorie T'. Nejprve zavedeme potiebné pojmy.

4.18 Rozsifeni jazyka Rikame, 7e jazyk L' je rozdifenim jazyka L, jestlize
L’ obsahuje kazdy specidlni symbol (a pripadné i predikat rovnosti) jazyka L
ve stejném vyznamu a se stejnou cetnosti.
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To znamena, ze kazdy predikatovy symbol jazyka L je predikdtovym sym-
bolem jazyka L' a kazdy funk¢éni symbol jazyka L je také funkénim symbolem
jazyka L' v obou pripadech se stejnou ¢etnosti.

4.19 Priklad Jazyk L' s rovnosti a specialnimi symboly 0, <, ~, kde 0
je konstanta a <, ~ jsou binarni predikatové symboly, je rozsitenim jazyka s
rovnosti L = {<} teorie usporadani.

4.20 Rozsifeni teorie (i) Rikame, Ze teorie 1" s jazykem L' je rozsitenim
teorie T s jazykem L, jestlize jazyk L' je rozSifenim jazyka L a libovolna
formule A jazyka L, kterd je vétou teorie T, je také vétou teorie T".

(i) Rikdme, Ze teorie T s jazykem L' je konzervativni rozsiieni teorie T s
jazykem L, jestlize 1" je rozsifenim teorie 1T a kazda formule A jazyka L,
kterd je vétou teorie T, je také vétou teorie T .

Jinymi slovy, 7" je konzervativni rozsiteni teorie 1" s jazykem L, je-li 1"
rozsireni teorie 1", a pro libovolnou formuli A jazyka L plati

THA préavékdyz T'F A (5)

4.21 Priklad a) Teorie okruhi, obori integrity a teorie téles maji stejny
jazyk srovnosti L = {0, 1, 4, -} a teorie téles je rozsifenim teorie obori integrity
a ta je opét rozsifenim teorie okruhii.

Snadno se nahlédne, 7e teorie T" je rozsitenim T | pravé kdyz je kazdy
specialni axiom teorie T wvétou teorie T'. Pfipad teorie téles a teorie oboru
integrity ukazuje, ze kazdy specidlni axiom teorie 7" nemusi byt axiomem teorie
1.

b) Véta o konstantach ukazuje, Ze rozsiteni néjaké teorie T o nové konstanty
je konzervativni.

4.22 Lemma (i) Je-li bezesporna teorie 7" rozsifenim teorie T, potom T
je také bezesporna teorie.

(i) Je-li 7" konzervativni rozsifeni teorie 7', potom T je bezesporna, pravé
kdyz T" je bezesporné teorie.

Dikaz. (i) Je-li 7" bezesporné rozsifeni teorie 7T, diikaz sporu se pienasi z
T do T'.Kdyby T byla sporna teorie, pak néjaka formule A a jeji negace jsou
vétami teorie 1'. Protoze 1" je rozsifeni teorie 1", jsou obé formule i vétami
teorie 1" a ta nemizZe byt bezesporna.

(ii) Tvrzeni plyne z (5). Spor se pfenasi obéma sméry.

4.23 Véta (Henkin) Ke kazdé teorii T lze sestrojit Henkinovu teorii Ty,
ktera je konzervativnim rozsirenim teorie 7.
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Dikaz. Teorii Ty sestrojime z teorie T pridanim novych konstant a no-
vych axiomi tak, aby kazdé uzaviend formule tvaru (Jz)B méla odpovidajici
konstantu, ktera existenci ”dosveédci”.

Necht T je teorie s jazykem L, ke kazdé uzaviené formuli tvaru (Jz)A
pridejme konstantu c¢g;)4 a axiom

Konstantam c¢(3;)4 Ikame Henkinovy nebo dosvédcujici konstanty. Rikame,
ze axiom (6) je Henkintiv axiom piislusny ke konstanté c(gzya . Vytvofili jsme
mnozinu C7; Henkinovych konstant odpovidajici vSem uzavienym formulim
tvaru (Jz)A jazyka L. Oznaéme L; rozSifeni jazyka L | které vznikne
pridanim vSech Henkinovych konstant z mnoziny C); a ozna¢me 7T teorii s
jazykem L; , kterd vznikne pridanim vSech Henkinovych axiomi (6) ke vSem
konstantdm z mnoziny Cf .

Teorie Tj jesté nemusi byt Henkinova, je-li (Jx)A uzaviena formule jazyka
Ly, ktera obsahuje néjakou konstantu z mnoziny C;, v T neni odpovidajici
Henkintv axiom (6). Uvedeny postup je tfeba iterovat. Konstanty z mnoziny
C7 nazveme Henkinovy konstanty prvniho fadu a k uvedené formuli pridame
Henkinovu konstantu ¢zz)4 druhého fadu a odpovidajici axiom (6).

Predpokladejme, ze pro néjaké ptirozené ¢islo n jsou jiz sestrojeny mnoziny
C; 1 < n Henkinovych konstant az do fadu n. Necht L, je jazyk, ktery
vznikne z L priddnim vSech Henkinovych konstant z mnozin Cj; , i < n. Ke
kazdé uzaviené formuli tvaru (3x)A, kterd obsahuje alesponi jednu Henkinovu
konstantu fadu n , pridame prislusnou Henkinovu konstantu. Mnozinu vsech
takto sestrojenych konstant oznac¢ime C),; a jejim prvkim fikdme Henkinovy
konstanty fadu n + 1. Jazyk, ktery vznikne z L, ptidanim vSech Henkinovych
konstant z mnoziny C); oznac¢ime L, .

Sestrojime-li popsanym zptsobem mnoziny C,, pro pro vSechna prirozena
¢isla n, necht C je sjednocenim vSech mnozin C,, a L(C) je rozsifeni jazyka
L o vSechny Henkinovy konstanty z mnoziny C'. Necht Ty je teorie s jazykem
L(C), ktera vznikne z teorie 7' pfidanim vSech axiomu (6) prislusnych k néjaké
konstanté z mnoziny C. Teorie Ty je rozsifenim teorie 7.

Dokézeme, ze Ty je konzervativni rozsiteni teorie 7. Necht A je for-
mule jazyka L, kterd je vétou teorie Ty. Necht Bj, Bsy,..., B, jsou vSechny
Henkinovy axiomy tvaru (6) pouzité v dikazu formule A. Potom

T, By, Bs,..., B, A
a protoze Bi, B, ..., B, jsou uzaviené formule, z véty o dedukci dostavame

TH-By—+By—...— B, — A
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Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze axiom B; prislusi k Henki-
noveé konstanté, jejiz rad je vétsi nebo roven radim konstant, ke kterym prislusi
axiomy By, ..., B,. Necht B; je tvaru (Jz)D — D,[d]. Podle predpokladu
o tadech Henkinovych konstant d neni obsazena ve formulich B,, ..., B, a
prirozené ani ve formuli A. Protoze T neobsahuje zadny axiom o konstanté d ,
pouzijeme vétu o konstantach a odvodime

T+ ((3z)D — D,[w]) - (By — ... = B, = A)

kde w je nova proménna. Potom pravidlem zavedeni d dostavame
T+ (Jw)((3z)D — Dyw]) - (By —» ... = B, = A)

a prenexni operaci
T+ ((3z)D — (Fw)D,[w]) = (By — ... =» B, — A)

Z Véty o variantach plyne
F (3z)D — (Fw)D,[w]

a pomoci pravidla modus ponens odvodime
THBy—...— B, — A

Opakovanim tohoto postupu nakonec odvodime, ze A je vétou 1. Tim je Véta
dokazana.

Popiseme metodu jak ziskat iplné rozsiteni teorie. K tomu potirebujeme jeden
z principti maximality z teorie mnozin, ktery zde uvedeme bez diikazu. Nejprve
uvedeme potiebné pojmy.

Je-li § néjakd mnozina a B je mnozina néjakych podmnozin mnoziny S, ti-
kame, ze B je mnozina s kone¢nou vlastnosti, jestlize pro libovolnou podmnozinu
S C S vplati, ze S € B, pravé kdyz kazda koneénd podmnozina S" C S je
prvkem B. Rikdme, ze S je maximalni prvek mnoziny B vzhledem k inkluzi,
jestlize zadna nadmnozina S’ D S, S # S’ neni prvkem B.

4.24 Princip maximality (Teichmiiller, Tukey). Kazdd neprazdna mno-
zina podmnozin néjaké mnoziny S s konec¢nou vlastnosti ma maximalni prvek
vzhledem k inkluzi.

4.25 Véta (Lindenbaum) Kazdd T bezespornd teorie 1", ma Gplné rozsifeni
se stejnym jazykem.

Diikaz. Necht T je bezesporna teorie s jazykem L. Necht S je mnozina
vsech uzavienych formuli jazyka L. Necht

B={S|S CS, TUS jebezesporna }
Mnozina B je ¢aste¢né usporadand inkluzi a prazdnd mnozina je jejim prvkem,
protoze T je bezespornd. Mnozina B je tedy neprazdna. Ukdzeme, ze ma
konec¢nou vlastnost.
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Necht S je libovolna podmnozina S . Je-li S € B, potom T U S je
bezesporné a totéz plati pro kazdou koneénou podmnozinu S’ C S. Je-li naopak
S¢ B,potom T U S jesporna tedy pro néjakou formuli A plati

TUSF (A& —A)

Necht mnozinu S’ tvofi vSechny formule z S, které vystupuji v dikazu A & —A.
Potom také

TUS I (A& —A)

al U S" je také sporna teorie. To znamend, ze S’ je konefnd podmnoZina
mnoziny S , kterd neni prvkem B. Mnozina B ma konec¢nou vlastnost.

Necht Sy je maximalni prvek mnoziny B, polozme T' =T U Sy. Teorie
T' ma stejny jazyk jako T, ukdzeme, 7e je to uplna teorie. Necht A je néjaka
uzaviend formule. Kdyby A ani —A nebyla vétou 7", potom —A neni prvkem
T" (ani Sy ). Protoze A neni vétou 77, podle disledku 3.49 je 7" U {—A}
bezesporna. To by znamenalo, ze Sy neni maximélni prvek B. Teorie 1" je
tedy uplna. Tim je véta dokazana.

4.26 Redukce a expanze struktur Je-li L' rozsifeni jazyka L a 9
je realizace jazyka L', redukce struktury ' do jazyka L, kterou oznac¢ime
o' | L, vznikne z 9" vynechanim téch zobrazeni a relaci, které realizuji funkéni
a predikatové symboly, které nejsou v jazyce L .

Je-li 9 realizace jazyka L a 9 je realizace jazyka L', fikame, ze 9
je expanze struktury M do jazyka L', jestlize 9 = 9’| L. Obé struktury
maji stejné univerzum a M se lisi od M jen o realizace téch funkénich a
predikatovych symboli jazyka L', které nejsou v jazyce L.

4.27 Lemma Necht teorie 1" je rozsifeni teorie 7', kterda ma jazyk L. Je-li
M’ model teorie 7", potom M = 9’| L je model teorie T.

Dikaz. Obé struktury maji stejné univerzum, maji tedy stejnou mnozinu
vSech ohodnoceni proménnych. Snadno se ovéri, ze pro kazdé ohodnoceni pro-
ménnych e a kazdou formuli jazyka L plati

M = Ale] praveé kdyz o' = Ale]
tedy také
MmpE= A pravé kdyz ' = A (7)

Je-li A axiom teorie T, potom A je vétou teorie T’ a podle véty o
korektnosti je 9’ = A. Tvrzeni plyne ze (7).

4.28 Dokonceni diikazu véty o aplnosti Je-li T' bezesporna teorie, podle
Véty 4.23 lze sestrojit Henkinovu teorii Ty , ktera je konzervativnim rozsirenim
teorie 7. Podle tvrzeni (ii) lemmatu 4.22 je teorie Ty také bezesporné. Podle
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Véty 4.25 existuje Gplné rozsiteni T’ teorie Ty se stejnym jazykem. Protoze
obé teorie se vztahuji ke stejné mnoziné formuli, 7" je také Henkinova. Teorie
T' je tedy uplna Henkinova teorie, ktera je rozsifenim teorie 7'. Necht 9’ je
model teorie 7", potom podle lemmatu 4.27 je M = M'|L model teorie T.
Tim je véta o uplnosti dokazana.

4.3 Véta o kompaktnosti

Jednoduchym disledkem véty o tplnosti je véta o kompaktnosti. Spolu s vétou
o uplnosti patii k nékolika vétam, které v urcitém smyslu charakterizuji logiku
prvniho radu.

4.29 Véta o kompaktnosti Mnozina formuli 7" ma model, pravé kdyz
kazda jeji konecna podmnozina ma model.

Diikaz. Podle véty o tplnosti ma libovolna teorie S model pravé kdyz je
bezesporna. Ma-li kazda konecéna podmnozina 7' C T model, potom je kazda
koneéna podmnozina 1" C T bezesporna. To znamenad, ze také teorie 1" je be-
zespornd, protoze kazdy diikaz sporu pouziva jen konec¢né mnoho axiomu. Teorie
T ma tedy model. A naopak, kazdy model teorie T je modelem vsech jejich
kone¢nych podmnozin.

4.30 Disledek Je-li T teorie s jazykem L a A je libovolna formule
jazyka L, potom

TEA pravéekdyz T |E A pro néjakou koneénou podmnozinu 7" C T.

Dikaz. Podle Véty o tiplnosti 4.12 (i) plati
TEA pravekdyz TEFA

pritom dikaz formule A pouziva jen kone¢né mnoho axiomid z mnoziny 7.

Na prikladech teorie téles a Peanovy aritmetiky ukdzeme dvé pouziti véty o
kompaktnosti.

4.31 Priklady a) Necht T je teorie téles z Piikladu 4.4 b s jazykem
L ={0,1, +, -} s rovnosti. Je-li x proménnd, budeme termy

z,(x 4+ ), (r+ (z+2)),... ,(x+(a;+(x+(a:+:c))))l

~~

n vskyt x

oznacovat zkratkami 1-z, 2-x, 3-x, ...,n-x a budeme jim rikat prirozene
ndsobky x.
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Pripomenme, 7ze prirozend c¢isla nemusi byt prvky zkoumaného télesa a priro-
zeny nasobek imituje soucin jako opakované pricitani. Vyraz p-z, kde p je néjaké
prirozené cislo mize zastupovat term znacné délky. Pokud pro néjaké nenulové
prirozené ¢islo p v urc¢itém télese plati formule

p-1=0 (7)

rikdme, ze téleso méa konecnou charakteristiku. Nejmensi nenulové cislo p, pro
které plati (7), je charakteristika télesa. Pokud pro zadné nenulové p neplati (7),
rikdme, ze téleso ma charakteristiku nula. Pridame-li k 7" formule

p-1#0 (8)17

pro vSechna nenulova prirozena cisla p, dostavame axiomy teorie téles charak-
teristiky nula. Ozna¢me tuto teorii 7". Je pfirozené polozit si otdzku, zda lze
télesa charakteristiky nula axiomatizovat také kone¢nym poctem axiomi v logice
prvniho fadu. Negativni odpovéd vyplyva z disledku 4.30.

Predpokladejme, ze by nekoneéné schema axiomi (8), bylo mozné nahradit
jedinou formuli A jazyka L. To znamend, ze A je splnéna ve vSech télesech
charakteristiky nula a v zadném télese kone¢né charakteristiky. Tedy 7' = A a
podle disledku 4.30 existuje koneénd podmnozina 1" C 1" takova, ze formule
A je splnéna v kazdém modelu 1".

Pritom T" obsahuje jen kone¢né mnoho axiomt (8),. Necht r je pfirozené
Cislo vétsi nez indexy vSech axiomi (8),, které patii do 7" . Potom kazdé téleso
kone¢né charakteristiky vétsi nez r je modelem 71", a proto je v ném splnéna
formule A .V algebfe se ukazuje, Ze existuji télesa libovolné velkych konec¢nych
charakteristik. To znamend, ze axiom A necharakterizuje télesa charakteristiky
nula.

b) Peanova aritmetika prontho fddu je teorie P, kterd vznikne z elementarni
aritmetiky z ptikladu 4.4 ¢ pridanim néasledujiciho schematu axiomi indukce.

Je-li A formule jazyka elementarni aritmetiky a x je proména, potom formule

A [0] = (Vo) (A = A,[S(2)]) — (Vz)A)
je axiom indukce.

Snadno se ukaze, ze standardni model aritmetiky 9 je také modelem Pea-
novy aritmetiky P . Je pfirozené polozit si otazku, zda 9 je (az na izomorfismus)
jedinym modelem Peanovy aritmetiky. Z Véty o kompaktnosti 4.29 plyne, Ze exis-
tuji modely, které nejsou izomorfni se standardnim modelem Peanovy aritmetiky.
Takové modely nazveme nestandardni.

Pro libovolné ptirozené ¢islo n budeme definovat term jazyka aritmetiky, ktery
oznacime 7.
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Termy 7, n prirozené nazyvame numeraly. Je ziejmé, ze kazdé individuum
standardniho modelu je realizaci néjakého numeralu.

Nyni necht jazyk L. vznikne z jazyka L Peanovy aritmetiky pfidanim nové

konstanty ¢ a necht P, je rozsifeni Peanovy aritmetiky o axiomy
c#N

pro vSechny numeraly 7. Potom kazd& konecnd podmnozina T, T C P. ma
model, ktery vznikne expanzi standardniho modelu 9 tak, ze konstantu c¢ rea-
lizujeme individuem, které neni realizaci zddného z konec¢né mnoha numerali, o
kterych se mluvi v 7T'. Podle véty o kompaktnosti existuje model 9t teorie P, .
Podle lemmatu 4.27 je 9| L model Peanovy aritmetiky. Od standardniho mo-
delu se lisi tim, ze obsahuje individuum, které neni realizaci zadného numeralu.
Takovy model neni izomorfni se standardnim modelem 9, je to nestandardni
model Peanovy aritmetiky. Véta o kompaktnosti zarucuje existenci nestandard-
nich modeli Peanovy aritmetiky, nedava vSak navod, jak takové modely sestrojit.
Konstrukcemi modeli s nejriznéjsimi vlastnostmi se zabyva teorie modelu, ktera
je samostatnym oborem matematické logiky.
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4.4 Cviceni

1. Necht t, t' jsou termy, nechf A’ vznikne z formule A nahrazenim nékte-
rych vyskyt termu ¢ termem t' (ne vSak bezprostiedné za kvantifikdto-
rem). Necht seznam zi,...,x, obsahuje vSechny proménné vyskytujici se
ve formuli ¢ = ¢ a vazané ve fromuli A < A’.

(@) F (Va)...(Van) (E=1') = (A & A

(b) Najdéte termy ¢, ¢ a formule A, A’ elementarni aritmetiky, které
vyhovuji uvedenym podminkdm a pritom formule

(t=1t)— (A A)
neni splnéna ve standardnim modelu aritmetiky.

2. Necht formule A" vznikne z formule A nahrazenim nékterych vyskytt pod-
formule B formuli B’. Necht seznam x1,...,x, obsahuje kazdou promén-

nou, kterd ma volny vyskyt v podformuli B (nebo B'), ale vazany ve
formuli A (nebo A").

(a) Potom plati
F (Vay)...(Vz,) (B < B') = (A A

(b) Najdéte formule A, A’, B, B' elementarni aritmetiky, které vyhovuji
podminkam cviceni tak, aby implikace

(B+ B')— (A+ A
nebyla splnéna ve standardnim modelu .
3. (a) Dokazte tvrzeni (iv) véty 2 z §4 druhé kapitoly.
(b) Najdéte formule elementarni aritmetiky tvaru
At & (Vo) (=t > A) a At < (Fz)(x =t & A)
které nejsou splnény ve standardnim modelu aritmetiky.

4. Necht jazyk L' je rozSifenim jazyka L, necht 9 je struktura pro L' a
M =M'|L.

(a) Kazdy term jazyka L je také termem jazyka L', kazda formule jazyka
L je formuli jazyka L'.

(b) Mnoziny vSech ohodnoceni proménnych ve strukturach o a 9 jsou
si rovny.
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(c) Je-li A formule a t term jazyka L a je-li e ohodnoceni proménnych
ve struktufe 9, potom realizace termu ¢ prii ohodnoceni e je stejné
individuum v 9 i v 9. Déle plati

m | Ale] pravé kdyz o' E Ale]

mE A pravekdyz o' E A
(d) Je-li T mnozina formuli jazyka L a A formule jazyka L, potom

mE T pravekdyz o' E T

T ):L A préwé kdyi T ):L’ A

kde T = A znamend, ze formule A je splnéna v kazdé realizaci
jazyka L, kterd je modelem 7T'.

5. Je-li T' bezesporna teorie s jazykem, ktery ma spocetné symboli, potom
T lze rozsirit do uplné teorie se stejnym jazykem. Dokazte bez pomoci
principti maximality (a axiomu vybéru).

[Navod: Ukazte, ze mnozina vSech formuli je spocetna. Je-li (A,; n pfirozené)
prosta posloupnost v8ech uzavienych formuli, indukci sestrojte posloupnost
teorii 1), , kde Ty je teorie 1" a T,,, vznikne z T, priddnim sentence A,
nebo —A, tak, aby T, byla bezesporna. 1" je sjednoceni vsech T, .]

6. Necht T' je mnozina vsech uzavienych formuli jazyka L . Nésledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:
(a) T je Gplna teorie s jazykem L.

(b) Mnozina vSech uzavienych formuli jazyka L, které jsou dokazatelné
z T je maximalni bezespornd mnozina uzavienych formuli.

(¢) T je bezespornd mnoZina a pro libovolné uzaviené formule A, B
jazyka L plati

T - AVvB pravekdyz T + A nebo T + B.

7. Je-li T uplnd Henkinova teorie, potom k libovolné uzaviené formuli A
jazyka teorie T existuje uzaviena formule A’ bez kvantifikdtora takova, ze
TEHA-A.

[Navod: Sestrojte A’ indukci podle slozitosti formule A, kvantifikitory
eliminujte pomoci dosvéd¢ujicich konstant.|
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Necht T je uplnd Henkinova teorie s jazykem L .

(a) Pokud L je jazyk bez rovnosti, ukazte, ze T ma model takovy, Ze
kazdé jeho individuum realizuje néjaky term bez proménnych jazyka
L a dva rizné termy jsou realizovany dvéma riznymi individui.

(b) Je-li L jazyk s rovnosti, ukazte, ze T ma model takovy, ze kazdé
individuum je realizaci néjaké konstanty jazyka L .

[Navod:

(a) Sestrojte kanonickou strukturu pro 7', faktorizace mnoziny termi
neni nutna.

(b) Pro libovolny term ¢ bez proménnych a proménnou z je formule
(3z) (r = t) dokazatelna (v predikatové logice). Pouzijte (a) a exis-
tenci dosvédcujici konstanty pro uvedenou formuli.]

Necht L je jazyk s rovnosti.

(a) Za&dna mnozina formuli T jazyka L necharakterizuje koneéné reali-
zace jazyka L. Jinymi slovy: pro zaddnou mnozinu 7 formuli jazyka
L neplati

M = T pravé kdyz univerzum struktury 9t je koneénd mnozina.

(b) Najdéte mnozinu formuli 7", ktera charakterizuje vSechny nekonecéné
struktury pro L.

[Navod: Predpokladejte, ze T je mnozina formuli s uvedenou vlastnosti.
Necht jazyk L' vznikne z jazyka L pridanim spocetné mnoha konstant ¢, ,
kde n je prirozené ¢islo. Necht S je mnozina vSech formuli tvaru ¢, # ¢,
pro n # m. Necht 7" je mnozina T'U S, pomoci véty o kompaktnosti
dokazte, ze T' mé né&jaky model 9. Potom 9 = 9M'|L je nekonecény
model T'.]

Necht L je jazyk s rovnosti, ktery ma jediny specialni symbol < pro binarni
predikat. Ukazte, Ze zddnd mnozina 1" formuli jazyka L necharakterizuje
dobra usporadani relaci <. Jinymi slovy: pro zddnou mnozinu formuli 7'
neplati

M = T pravé kdyz relace <gy je dobré usporddani univerza .

[Navod: Predpokladejte, Ze mnozina formuli 77 ma uvedenou vlastnost.
Necht L' vznikne z L ptidanim spocetné mnoha konstant ¢, pro prirozena
¢isla n. Necht S je mnozina vSech formuli tvaru ¢,y < ¢, pro prirozené
¢islo n. Pomoci véty o kompaktnosti dokazte, ze T'U S ma néjaky model
M’ . Potom 9 = 9M'|L je model T, ale <gy neni dobré usporadani.|
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Teorie prvniho radu

Teorie prvniho fddu maji svou historii. Na pocatku jsou jejich axiomy formu-
lovany v co nejjednodussim jazyku a s rozvijenim teorie pfibyvaji nové pojmy,
konstanty, operace a predikaty. Ty jsou zavadény pomoci formuli. Cilem této
kapitoly je ukdzat, ze zavadéni novych pojmi ma pomocny charakter. Rozsifeni
teorie, které tak vznikne je konzervativni a definované pojmy lze vzdy eliminovat.

Nejprve uvedeme vysledek, ktery charakterizuje rozsiteni teorii pomoci mo-
deld.

5.1 Lemma Necht jazyk L' je rozSifenim jazyka L. Necht T je teorie s
jazykem L a T’ je teorie s jazykem L'. Potom plati

(i) T" je rozsifenim teorie T, pravé kdyz pro kazdy model 9’ teorie T je
M’ |L modelem teorie T.

(ii) Je-li T" roz$ifenim teorie T a kazdy model M teorie T lze expandovat
do modelu 9 teorie 7", potom 7" je konzervativni rozsifeni teorie T .

Dikaz. (i) Je-li 7" rozsifenim teorie 7', potom M’ |L je model teorie T
podle lemmatu 4.27.

Naopak, necht 9" je libovolny model teorie T". Ukdzeme, ze T’ je rozsi-
fenim teorie 7'. Necht formule A je vétou teorie T . Protoze o' |L je model
teorie T, plati 9’ |L = A, odkud také 9’ = A. Tedy T’ E A a podle Véty o
uplnosti je A také vétou teorie T". To znamenda, ze 1" rozSifenim teorie 71 .

(ii) Necht T" je rozgifenim teorie T a necht A je formule jazyka L, ktera
je vétou teorie T". Necht 9t je libovolny model teorie 1 a necht o' je jeho
expanze do modelu teorie 7. Potom M’ | A podle Véty o korektnosti 4.6
odkud také 9 = 9 |L = A. Ukazali jsme, ze formule A je splnéna v kazdém
modelu teorie T, podle Véty o tiplnosti 4.12 (i) je A také vétou T . To znamena,
ze T' je konzervativni rozsifenim teorie T .

99
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5.1 Rozsifeni teorie o definici predikatu

Chceme-li do teorie uspoiradani z Piikladu 4.4 a) zavést relaci neostrého uspora-
dani < rozsifime jazyk o novy binarni predikdt < a pridame axiom

<y ¢ (x<yVa=y)

Chceme-li relaci < zavést do elementéarni aritmetiky z Piikladu 4.4 ¢), rozsi-
fime jazyk o novy binarni predikdt < a ptriddme axiom

<y < @) z+z=0y) (1)

Toto rozsifeni elementrni aritmetiky oznac¢ime E'. Rikame, ze (1) je definujici
axiom a prava strana (1), kterou oznac¢ime D, je definujici formule predikitu
<. Kazdou instanci ¢t < s formule z < y mzeme v E’ nahradit formuli
D, [t,s], kde D' je vhodnd varianta definujici formule D . Novy symbol < je
v E' definovan a muze byt v pripadé potieby eliminovéan.

5.2 Véta o definici predikatového symbolu Necht T je teorie s jazykem
L. Necht D je formule jazyka L a vSechny jeji volné proménné jsou mezi
proménnymi 1y, T9,...,%, . Necht rozsifeni L' jazyka L vznikne pridanim
nového n-arniho predikatového symbolu p a necht rozsifeni 7" vznikne z teorie
T pridanim axiomu

p(xIJxQJ"'an)HD (2)
Potom teorie T” s jazykem L' je konzervativnim rozsSifenim teorie T . Navic

pro libovolnou formuli B’ jazyka L' lze sestrojit formuli B jazyka L takovou,
7e

T'FB <+ B

Dikaz. Necht B’ je libovolna formule jazyka L' a necht D’ je varianta
definujici formule D z (2) takova, Ze zddné proménnd z formule B’ neni vizana
v D'

Necht formule B vznikne z formule B’ tak, Ze nahradime kazdou podformuli

p(ti,ta, ... t,) formuli Dy . [t ty,...,%,] . Podle véty o variantdch je
T+ p(tla tg, R 7tn) g Di’El@z,---,In [tla tg, . ,tn]

a z Véty o ekvivalenci potom
T"FB <+ B

Nyni ukdzeme, ze T’ je konzervativni rozsiteni teorie 7. K tomu stac¢i pro
libovolnou formuli B’ jazyka L' ukdzat, ze z T'+ B’ plyne T+ B, kde B je
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formule sestrojena popsanym zpusobem. Je-li B’ z jazyka L, potom B’ a B
jsou shodné formule a z 7'+ B plyne T+ B.

Necht Bi, B, ..., B, je dikaz formule B' z T' a necht pro kazdé i, i <n
formule B; vznikne z B popsanym zpusobem. Ukdzeme, 7e kazd4 formule B; je
vétou teorie T'. Postupujeme indukci podle délky ditkazu. Uvazujeme nasledujici

pripady.

Je-li B;] axiom predikdtové logiky kromé axiomu rovnosti pro predikat p ,
potom B; je axiom stejného druhu, je tedy vétou predikatové logiky a také T'.
Je-li B axiom rovnosti tvaru

h=Y = = Y=Y =P, Un) = WYL Y)

potom B; je tvaru

=y = = Y=Y = D'y, ., yn) = D'y, -y

a to disledek Véty o rovnosti. Je-li B] specidlni axiom teorie 7', tedy formule
jazyka L, potom B! je B; a to je véta teorie T'. Je-li B! definujici axiom (2),
potom B; je formule D’ <+ D a to je vétou predikatové logiky a tedy také T
podle Véty o variantach.

Je-li B; odvozena z formuli Bj, By, j,k <i a Bj je tvaru B; — B;,
potom Bj je tvaru B; — B; a B; je také odvozena z formuli B; a B
pravidlem modus ponens.

Je-li B; odvozena z formule Bj, j < i pravidlem generalizace, potom B;
je tvaru (Vz)B; a snadno se nahlédne, ze formule B; je tvaru (Va)B; a je také
odvozena pravidlem generalizace. Indukci podle délky ditkazu jsme dokazali, ze
formule B je vétou teorie T. To znamend, ze T' je konzervativni rozsireni
teorie 1". Tim je véta dokazana.

5.2 RozSiteni teorie o funkéni symboly

Teorii Ize rozsitit o novy funkéni symbol dvojim zptsobem podle toho s jakou
mirou urcitosti jsou dany funkcéni hodnoty. Pokusime se to priblizit na prikladu
aritmetiky prirozenych ¢isel. V aritmetice lze dokazat, ze ke kazdému prirozenému
islu « existuje prvoéislo p, p > x. Rekneme-li "necht p je prvoéislo vétsi nez 7,
zavadime p jako hodnotu zavislou na prirozeném cisle z, ale nezalezi ndm na tom,
které ze vSech takovych prvocisel bude p. Mluvime o zavedeni nového funkcéniho
symbolu p, ktery pro kazdé prirozené ¢islo x oznacuje néjaké prvocislo p(x) vetsi
nez x. Rekneme-li "necht p je nejmensi prvocislo vét$i nez x”, hodnotu p jsme
definovali jednoznacné. V takovém pripadé mluvime o definici nového funkcéniho
symbolu p . Oba postupy maji své opravnéni, zavedeni funkéniho symbolu je jedi-
nou moznosti v situaci, kdy umime dokazat, ze pro kazdé x pozadované hodnoty
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existuji, ale neumime z nich zaddnou jednoznac¢né definovat, definice funkéniho
symbolu odpovida situaci, kdy se nam to podari.

5.3 Véta o zavedeni funkéniho symbolu Necht 7' je teorie s jazykem
L, necht (Jy)A je formule jazyka L takova, ze kazda jeji volnd proménna je
nékterad z proménnych zy,x5,..., 2, .

Je-li

T+ (Jy)A
necht 7" je rozsifeni teorie T', které vznikne rozSifenim jazyka L o novy n-arni

funkéni symbol f a pfiddnim axiomu

Aylf (@1, 22, ., )]

potom 7" je konzervativni rozSifeni teorie 1.

Diukaz. T je rozsifeni teorie T, konzervativnost dokadzeme podle Lem-
matu 5.1 (ii) tim, ze budeme expandovat kazdy model teorie T do modelu
teorie T". K tomu pouzijeme Vétu o dobrém usporadani z teorie mnozin, kterd
je disledkem axiomu vybéru.

Pripomene, ze mnozina M je dobfe usporadana relaci <, jestlize kazda
neprazdna podmnozina M' mnoziny M ma nejmensi prvek vzhledem uspora-
dani <.

Véta o dobrém usporadani Na kazdé mnoziné existuje relace dobrého
usporadani.

Necht 9 je libovolny model teorie T, necht < je relace dobrého usporadani
na jeho univerzu M . Podle pfedpokladu je formule (Jy)A vétou teorie T,

to znamena, ze pro kazdou n-tici individui my,...,m,, kterd je ohodnocenim
volnych proménnnych této formule existuje individuum m takové, ze

m = Ale
kde e je ohodnoceni proménnych takové, ze e(y) = m a e(z;) = m; pro
i < mn. Mnozinu vSech takovych m ozna¢me M (ms,...,m,) a jeji nejmensi
prvek ozna¢me min(M(my,...,my)).

Polozime-1li

for (ma, ... ,my) = min(M(my, ..., my)) (3)

potom  fgn je realizaci funkéniho symbolu f a pfiddnim tohoto zobrazeni
vznikne expanze 9 modelu M. Z definice (3) snadno plyne

o' ): Ay[f(:]j17l'2, - ,J?n)]

To znamend, ze 9" je model teorie 7”. Podle lemmatu 5.1 (ii) je 7" konzerva-
tivni rozsifeni teorie 7'.
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Diikaz véty o zavedeni funkéniho symbolu je nefinitni, opird se o modely roz-
Sitované teorie. Tim se lisi od diikazu véty o definici predikatu, ktery byl syntak-
ticky a finitni. Véta o zavedeni funkéniho symbolu ma také syntakticky finitni

vvvvvv

5.4 Skolemova varianta formule Véta 5.3 ukazuje, Ze pomoci nové za-
vedenych funké¢nich symboli je mozné eliminovat existenc¢ni kvantifikatory. Tuto
metodu pouzil T. Skolem k dikazu tvrzeni, ze kazda teorie ma konzervativni
rozsifeni, jehoz specialnimi axiomy jsou oteviené formule. Nejprve zavedeme po-
tfebné pojmy.

5.5 Univerzdlni a existenéni formule (i) Rikdme, ze formule A je
univerzalni, je-li v prenexnim tvaru a vSechny jeji kvantifikatory jsou univerzalni.

(ii) Rikame, 7e formule A je existencni, je-li v prenexnim tvaru a vSechny
jeji kvantifikdtory jsou existencni.

5.6 Skolemova varianta formule Je-li A uzaviend formule v prenexnim
tvaru, indukci podle poc¢tu existen¢nich kvantifikatord v prefixu formule A se-
strojime univerzalni formuli Ag v jistém rozsiteni jazyka. Formuli Ag nazveme
Skolemovou variantou formule A.

(i) Je-li A univerzalni, Ag je formule A.
(ii) Je-li A tvaru
(Vz1) ... (Vz,)(3y)B

kde n > 0. Necht f je novy n-arni funkéni symbol a A° je formule

(V1) ... (Von) By[f (21, . o )]
Formule A° ma o jeden existen¢ni kvantifikitor méné nez A. Formule Ag je
(A%)g , kterou sestrojime pomoci (i) a (ii).
Ziejmé plati

A°FA atedy FHAs— A (4)

5.7 Ekvivalentni a oteviené teorie (i) Necht 7" a S jsou teorie se
stejnym jazykem. Rikdme, ze T a S jsou ekvivalentni teorie a piseme T = S,
jestlize obé teorie maji stejné véty.

T a S jsou ekvivalentni, pravé kdyz je kazdy specidlni axiom teorie 7T
vétou teorie S a naopak. Podle Véty o tplnosti jsou dvé teorie ekvivalentni
pravé kdyz maji stejné modely.

(ii) Rikdme, 7e T je oteviend teorie, jestlize viechny specialni axiomy teorie
T jsou oteviené formule.

5.8 Vé&ta (Skolem) K libovolné teorii lze sestrojit otevienou teorii 7", ktera
je konzervativnim rozsitenim teorie T'.
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Diikaz. K teorii T' sestrojime nékolik dalsich teorii, z nichz ta posledni bude
oteviené konzervativni rozsifeni teorie 1. Necht 77 je teorie se stejnym jazykem
jako T, takova, ze axiomy 717 jsou pravé uzavéry prenexnich tvart formuli z
1. 7 Véty o uzavéru a Véty o prenexnim tvaru je ziejmé, ze 1" a 717 jsou
ekvivalentni teorie.

Necht T, vznikne z T tak, ze ke kazdému specidlnimu axiomu A z T}
rozsifime jazyk o nové funkéni symboly ze Skolemovy varianty Ag a pridame
formuli As jako novy axiom. Potom 75 je konzervativni rozsiteni 7T;. Kazdy
dikaz v teorii 7T, muze pouzit jen kone¢né mnoho novych funkénich symboli
a konec¢né mnoho pridanych axiomu. Navic, je-li A axiom teorie 7), potom
pridanim axiomu A° a nového funkéniho symbolu vznikne podle Véty 5.3 kon-
zervativni rozsiteni teorie 717 . Opakovanim tohoto postupu dokazeme, ze prida-
nim Skolemovy varianty Ag dostaneme konzervativni rozsiteni 7). Pfidanim
Skolemovych variant kone¢né mnoha axiomi z T} dostavame vzdy konzervativni
rozSiteni teorie 7). Proto je také T, konzervativnim rozsitenim 77 .

Necht teorie T3 vznikne z 75 vynechanim vSech specialnich axiomi teorie
T: . Protoze (4) je dokazatelné v predikdtové logice, vSechny vynechané axiomy
teorie 15 jsou dokazatelné v T3, to znamena, ze teorie 15 a T3 jsou ekviva-
lentni.

Necht T, vznikne z T3 tim, ze kazdy specidlni axiom 73 nahradime jeho
otevienym jadrem. Podle Véty o uzavéru jsou teorie 715 a 71, ekvivalentni.
Celkem dostavame

TETl a TQET35T4

a Ty je konzervativnim rozsirenim 77. To znamend, ze T} je konzervativnim roz-
Sitenim teorie 7'. Tim je véta dokazana.

Skolemova konstrukce otevieného konzervativniho rozsifeni je vhodna pro te-
orie s malym poctem existenc¢nich kvantifikator. Ma-li teorie axiomy s vét$im
poctem existencnich kvantifikdtorti, popsanym zptisobem ziskdme oteviené kon-
zervativni rozsiteni v malo prehledném jazyku, ktery ma mnoho novych funkénich
symbolii.

5.9 Véta o definici funkéniho symbolu Necht L jejazyka zy,...,2z,,y
jsou rizné proménné. Necht T  je teorie s jazykem L a D je formule jazyka L

takova, ze vSechny jeji volné proménné jsou mezi x,Z»,...,x,,y. Necht plati
T+ ()b (5)
THD— (Dyt] »y=t1) (6)

Necht L' vznikne z L pfidanim nového n-arniho funkéniho symbolu f a
necht teorie 7" vznikne z T piidanim definujiciho axiomu

y:f(xlax%'--axn)(_)D (7)
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Potom T' je konzervativni roz§ifeni teorie T a k libovolné formuli A’
jazyka L' lze sestrojit formuli A v jazyce L, takovou, Ze

T'"FA& A (8)
Rikdme, 7e (5) je podminka existence a (6) je podminka jednoznac¢nosti pro f .

Dikaz. Nejprve popiseme zpusob, jak k libovolné formuli A’ jazyka L'
sestrojit formuli A tak, aby platilo (8). Novy funkéni symbol se vyskytuje jen v
atomickych podformulich. Staci tedy sestrojit formuli A jen pro pfipad, ze A’ je
atomickéa formule. Obecny pripad tvrzeni (8) potom plyne z Véty o ekvivalenci.

Necht A’ je atomickd formule jazyka L'. Postupujeme indukci podle poc¢tu
vyskytd symbolu f ve formuli A’. Pokud f nema vyskyt ve formuli A" potom
A je formule A’. Ma-li f vyskyt ve formuli A’ uvaZujeme nejvnitinéjsi z
takovych vyskytd, tedy term f(¢1,...,t,), kde termy ¢,...,t, jiZz neobsahuji
symbol f.Potom A’ je tvaru

Bl f(t1,...,tn)]

kde B’ ma4 o jeden vyskyt symbolu f méné nez A’. Mizeme predpokladat, ze
z je proménnd, kterd se nevyskytuje ani v A’ ani v definujici formuli D . Podle
indukéniho predpokladu umime jiz sestrojit formuli B v jazyku L takovou, ze

T+ B+ B (8"
a proto mizeme za formuli A polozit formuli

(32)(D! [t t, 2] & B)

T1,X25.3Tn, Y
kde D' je varianta definujici formule takova, ze zadna proménnd vyskytujici se
ve formuli A’ neni vazana v D'. Potom A je formule jazyka L , ukdzeme, ze
plati (8). Z Véty o variantéch a (7) dostavame
Tll_Z:f(tl,...,tn)HDl [tl,...,tn,Z]

T1,L25Tn,Y

a z Véty o ekvivalenci
T+ (32)(z = f(t1,...,tn) & B) <> A
odkud z vét o rovnosti a (8’)
T'=BLf(ty,....,ty)] < A
kde na levé strané ekvivalence je formule A’. Tim je (8) dokazano.
K dtkazu konzervativnosti rozsiteni 7" uzijeme Vétu 5.3. Necht S je teorie
s jazykem L', kterd vznikne z T pridanim axiomu

Dy[f (@1, ..., 2n)] (9)

Z predpokladu (5) a Véty 5.3 plyne, ze S je konzervativni rozsifeni teorie T .
Ukézeme, ze T' a S jsou ekvivalentni teorie. K tomu sta¢i ukazat, ze (7) je
vétou S a (9) je vétou T".
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Plati
T'F f(zy, ... mn) = f(z1, ..., xn) & Dy[f(x1, ..., z)]

protoZe je to instance axiomu (7), tedy také

T'E f(xy, ... 20) = f(z1,...,20) = Dy[f(21,...,20)]

Pritom leva strana implikace je instanci axiomu identity, pravidlem modus ponens
dostaneme

T+ Dy[f(xla s ,l‘n)]

Zbyvé dokézat, ze axiom (7) je vétou teorie S. Vyjdeme z nésledujici véty o
rovnosti

Fry=fz,...,2n) = (D < Dy[f(xr,...,20)])
a prostiedky vyrokové logiky dostaneme

Fo Dy f(z, .. 20)] = (v = f(z1,...,2,) = D)
odkud z (9) pravidlem modus ponens odvodime

Skty=flz,...,xn) > D

Obracenou implikaci odvodime z pfedpokladu (6). Zaménou prvnich dvou
¢lent implikace odvodime

Sl_Dy[f(.Z'l,,.Z'n)] — (D%y:f(‘rlaaxn))
protoze S je rozsifeni teorie 7T . Pravidlem modus ponens z (9) pak odvodime
SEFD—y=f(x,...,2,)

Ukézali jsme, Ze definujici axiom (7) teorie T je vétou teorie S. Teorie S a
T" jsou ekvivalentni. 71" je konzervativni rozsiteni 1, protoze podle Véty 5.3 je
S konzervativni rozsiteni 7' . Tim je véta dokazana.

5.10 Diilezity je specialni pripad definice funk¢éniho symbolu, kdy definujici
formule D je tvaru y = t, kde ¢ je term, ktery neobsahuje jiné proménné nez
T1,To,...,T,. V takovém pripadé vzdy plati podminky existence a jednoznac-
nosti a jsou dokazatelné jen v predikatové logice. Tak

= Dy[t] — (3y)D

je vétou predikatové logiky a na levé strané implikace je instance ¢ ={¢ axiomu
identity. Podminka existence odtud plyne pravidlem modus ponens. Podminka
jednoznacnosti

Fy=t—t'=t—>y=1t

je dusledkem symetrie a tranzitivnosti rovnosti.
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Ptirozené nasobky a numeraly z Prikladt 4.31 a) b) byly zavedeny pravé
popsanym zptusobem, nemusime je tedy chapat jen jako zkratky, ale jako nové
definované funkcéni symboly a konstanty.

5.11 Rozsifeni teorie o definice Rikdme, ze teorie T' je rozsirenim teorie
T o definice jestlize T' vznikne z T koneénym poctem rozsSifeni o definice
predikatt nebo funkci.

Podle Véty 5.2 a Véty 5.9 je T konzervativni rozsifeni teorie T a pro
kazdou formuli A’ jazyka teorie 71" existuje formule A bez definovanych
symbolu takova, ze T'F A+ A'.

Tato definice odpovida béznému postupu pri budovani néjaké teorie. Jed-
noduchy jazyk pivodni axiomatiky se rozsifuje o nové definované symboly pro
funkce a predikaty, které slouzi k prehlednému zapisu termi a formuli. Uvedené
vysledky ukazuji, ze zddné nové véty v pivodnim jazyce nelze z definic odvodit
a ze definované symboly mohou byt v pripadé potieby eliminovany.
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5.3 Cvicleni

1. (Eliminace funkénich symbolii). Je-li L jazyk prvniho fadu, necht L" je ja-
zyk, ktery nema zadny funkcéni symbol, obsahuje vSechny predikatové sym-
boly jazyka L a ke kazdému n-arnimu funkénimu symbolu f jazyka L
necht L™ obsahuje (n+ 1)-arni predikdtovy symbol p’ . Jazyk L™ budeme
nazyjvat relacni verzi jazyka L, p’ nazjvime predikdtovy symbol sdruzens
s f.

Ke kazdému predikdtovému symbolu p/ prifadime dva axiomy, které na-
znacuji, ze p/ je predikitovy symbol, ktery zastupuje funkci:

Je-li f m-arni funkéni symbol a jsou-li xy,...,x,, ¥, ¥ navzajem rizné
symboly pro proménné, k predikatu p/ piifadime nasledujici axiomy

(Hy) pf(xla cee 7xn7y)

pf(xla s 7xn7y) - (pf(xla s 7xn7y,) — Y= yl)

Prvni z nich zarucuje existenci a druhy jednoznacnost individua, které za-
stupuje f(xy,...,2,). Necht P(L") ozn¢uje mnozinu v8ech axiomu pfifa-
zenych vSem sdruzenym predikatovym symbolim jazyka L".

Je-li 9 struktura pro L, necht 9" je struktura pro jazyk L7, kterd
vznikne nahrazenim kazdého zobrazeni f, které realizuje funkcéni symbol
f, relaci p/, ktera je grafem zobrazeni f: To znamend, ze p/ je relace,
kterd sestava ze vSech usporadanych (n + 1)-tic tvaru (mq,...,my,,m),
kde my,...,m,, m jsou individua takova, ze f(my,...,m,) =m. Rikime,
ze struktura OM" je relacni verzi struktury 9.

Popiseme zpiisob, jak eliminovat funk¢ni symboly jazyka L:

K libovolné formuli A jazyka L lze indukci podle slozitosti sestrojit for-
muli A" nésledujicim zptsobem:

Je-li A atomickd formule tvaru t; = t5 a termy t;, t, neobsahuji zadny
funkéni symbol (tedy na obou strandch rovnosti je proménnd), potom A" je
formule A. Je-li na pravé strané proménna y a t; obsahuje funkéni sym-
boly, postupujeme podle sloZitosti termu ¢;: je-li ¢; tvaru f(sq,...,s,)
pro néjaky n-arni funkéni symbol f a termy si,...,s,, necht z,...,z,
jsou proménné, které se nevyskytuji ve formuli A, formule A" je tvaru

(Fzy)...3z,) (51 =21)" & ... & (5, = 2,)" & p (w1, ...,3,))

V pripadé, ze oba termy t;, t obsahuji funkéni symboly, zvolme promeén-
nou z, kterd se nevyskytuje ve formuli A a formuli A™ piSeme ve tvaru

(32) (s = 2)" & (t2 = 2)")

Je-li A atomickd formule tvaru p(ti,...,t,), kde p je n-arni predika-
tovy symbol rizny od rovnosti a tq,...,%, jsou termy, zvolime proménné
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x1,...,T,, které se nevyskytuji ve formuli A a A" piSeme ve tvaru
(Fz1) ... (Fzy) (Li=21)" & ... &ty =2,)" & p(xy,...,2,))

Jadrem problému byla eliminace funk¢nich symboli z atomickych formuli,
ostatni pripady jsou jednoduché:

Je-li A tvaru =B, potom A" je formule =B". Je-li A tvaru B O C', kde
O zastupuje symbol —, &, V nebo <, potom A" je formule B" O C".
Je-li A tvaru (Qx) B, kde @ zastupuje existen¢ni nebo univerzalni kvan-
tifikator, potom A" je formule (Qz)B".

Necht L" je relacni verze jazyka L, necht A je formule jazyka L a M je
realizace jazyka L. Plati:

(a) m" = P(L7)
(b) Pokud A neobsahuje funkéni symboly, formule A™ je shodnd s A.

(c) Pro libovolné ohodnoceni proménnych e ve strukture 9
M = Ale] pravé kdyz m" = A'[e]

(d) K libovolné formuli B jazyka L" lze sestrojit formuli B/ jazyka L
tak, ze pri kazdém ohodnoceni proménnych e v 9t plati

m = Blle] pravé kdyz " | Ble]

(e) Je-li 7 realizace jazyka L", ktera je modelem P(L"), potom existuje
realizace M jazyka L takova, ze 9 je shodnd s om".

(f) Je-li T teorie s jazykem L a T" je mnozina vSech formuli B" pro
vSechna B z T, potom

T+ A pravékdyz T"UP(L") - A
2. Necht T je teorie s jazykem L a 1" je teorie s jazykem L'.

(a) T' jerozsitenim teorie T', pravé kdyz L' je rozsifenim L a pro kazdy
model M’ teorie 17" je 9m|L model teorie 7.

(b) Je-li T rozsifeni teorie T a je-li mozné kazdy model teorie T' rozsifit
do modelu 9’ teorie 1", potom 1" je konzervativni rozsifeni teorie

T.

(c) Prfipomenime, Ze teorie T a T" jsou ekvivalentni, pokud 7" je rozsi-
renim 7' a naopak.
Teorie T, T" jsou ekvivalentni, pravé kdyz 1" je konzervativni rozsi-
feni teorie 1" a naopak.
Teorie 1", 1" jsou ekvivalentni, pravé kdyz maji stejné modely.
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Rikdme, ze teorie T, T' jsou slabé ekvivalentni, jestlize néjaké rozsireni
teorie 17" o definice je ekvivalentni néjakému rozsireni teorie 7" o definice.

(a) K libovolné teorii T existuje slabé ekvivalentni teorie 7", ktera nema
zadné funkéni symboly.

(b) Je-li T oteviend teorie, potom teorie 7' z bodu (a) ma za axiomy
jen existenc¢ni formule.

[Navod:

(a) Pouzijte vysledki cviceni 1.

(b) Pouzijte (a) a vétu o prenexnim tvaru formuli.]

(a) Uzijte vysledku cviceni 2 (b) k dikazu tvrzeni, ze rozsifeni teorie
zavedenim funkcéniho symbolu je konzervativni.

(b) Pomoci (a) a lemmatu 5 z §1 podejte novy dikaz Herbrandovy véty.

. Je-li A otevienda formule bez rovnosti, potom plati

F A prave kdyz A je tautologie

[Navod: Uzijte Herbrandovu vétu.|

. Je-li T oteviena teorie a A formule jejiho jazyka, kterd je v prenexnim

tvaru, potom T+ A, pravé kdyz néjaka disjunkce instanci otevieného
jadra formule A je tautologickym disledkem instanci axiomi rovnosti a
axiomu teorie 7'.

. Je-li A vétou teorie T, pak formule A méa dikaz, ktery obsahuje jen ty

specidlni symboly jazyka, které se vyskytuji ve formuli A a v axiomech
teorie 1'.
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