TESTY DOBREJ ZHODY




Testy dobrej zhody

= =testy hypotez — zhody rozdeleni (= testy
dobrej zhody [ fit testy / Goodness of Fit Tests)

= Overujeme, Ci empiricke rozdelenie je
statisticky zhodne s niektorym z teoretickych

rozdeleni pravdepodobnosti, pripadne s inym
empirickym rozdelenim.

" Ho: f(x) = g(x); H,: f(x) # g(x)




Testy dobrej zhody

- (univerzalny test pre
diskretne aj spojite distribucne funkcie s dostatocne
velkym rozsahom n)

. (test pre jednoznacne urcené
spojite distribucne funkcie)

. test (test zhody dvoch
empirickych distribucnych funkcii)

" (testy normality
pomocou koeficientu sikmosti a spicatosti)

: (za predpokladu normality
suboru dat)




Vseobecny postup

, napr. na zaklade
grafickeho zobrazenia rozdelenia pocetnosti
empirickych Udajov

2. vybraneho rozdelenia
(intervaly spolahlivosti)

3. rozdelenia vyberovych udajov
s vybranym rozdelenim s odhadnutymi
parametrami pomocou testov dobrej zhody




Priklad 1 -

(Normalne rozdelenie)

= Nahodnym vyberom bola vybrata vzorka rozsahu
n = 5o.

» Frekvencéna tabulka 1' Z__n,
PocCet intervalov k = 5 2 8 11
- _ 3 10 19
Rc?zsah intervalu h=2 4 15 9
Min =6, Max =14 5 14 5
>=50

= Qverte na hladine vyznamnosti o = 5%, Ci
empiricke rozdelenie poCetnosti zodpoveda

normalnemu rozdeleniu.




Vypocet bodovych odhadov
parametrov rozdelenia

i Z n, =z.*n, =(z,-priemer)?*n,
1 6 6 36 88.4736

2 8 11 88 37.2416

3 10 19 190 0.4864

4 12 9 108 41.9904

5 14 5 70 86.528

suma stipcov: 50 492 254.72
=492 /50

=+ 254,72 / (50-1)



AbsolUtna pocetnost

Empiricke rozdelenie N[10,4]
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Relativna kumulativna pocetnost
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Teoretické rozdelenie N[10,4]
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Teoretické a empirickeé rozdelenie N[10,4]
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Testy dobrej zhody

" Hodnoty skumanej vybranej premenne; -
nahodne vybranej vzorky rozsahu 7, su
rozdelené do (variacne trledeme)

= Porovnava sa miera pozorovanych
pocetnosti 1. tychto tried
pocetnostami

zodpovedajucimi tymto triedam

(p,— teoreticka pravdepodobnost vyskytu
hodnot z i-tej triedy podla skimaneho zakona
rozdelenia pravdepodobnosti (normalne,
Poissonove, binomické rozdelenie a iné))




Testovacia charakteristika y?
testu dobrej zhody P

» Charakteistika P alebo > ma rozdelenie s poctom stupnov

volnosti k-1-r,
kde r je pocet odhadnutych parametrov predpokladaneho
teoretického rozdelenia,
n; su empiricke, skutoCne zistené pocetnosti hodnot xi/z.
" P
je teoreticka pravdepodobnost, ze hodnoty nahodnej veliciny lezia v
I-tom intervale



Testovaclia charakteristika
testu dobrej zhody P (y?)

= Charakteristika P alebo 2> ma rozdelenie s poctom stupnov
volnosti k-1-r,
kde r je pocet odhadnutych parametrov predpokladaného teoretickeho
rozdelenia, k je pocet tried variacneho triedenia

n; su empiricke, skutocne zistene pocetnosti hodndt x;diskretnej
premenneJ alebo intervalov (t, , ; t) hodnot z;spojitej premennej a np; su
prislusné teoreticke, ocakavane pocetnosti.

N je rozsah vyberoveho suboru
" p; je pravdepodobnost hodnoty premennej s predpokladanym
rozdelenim, resp. pravdepodobnost intervalu hodnot

je teoreticka pravdepodobnost, ze hodnoty nahodnej veliciny lezia v /-
tom intervale (t_, ; t;) spojitej premenne;.



| Postup vypoctu testu

Coch- n*p,,, Coch Pocetnosti
IR T 5 T A (D(VM) o n*p, ran o chranovi) -ran2 scitané (np-n)?/(np,)
1 (5;7) - -® 0 0.10565 5.282 ok 5.282 ok 6 0.097458323
2 (7;9) 7 -1.25 0.106 0.25004 12.502 ok 12.502 ok 11 0.180468065
3 (9;12) 9 -0.37 0.356 0.33928 16.964 ok 16.964 ok 19 0.244319937
4 (11;23) 1M1 0.51 0.695 0.22276 11.138 ok 15.251 ok 14 0.102661373

5 (23;15) 13 1.39 0.918 0.08226 4.113scitat sCitat

6 ( 00\\ %0 1 >=P = 0,625
Distribu¢na Teoreticka

Dolna hranica . funkcia pravdepodobnost,
intervalu. Hodnota normovaného ze hodnoty
Prvy a posledny nor’r:oc\j/an.ej normalneho nahodnej veliciny
interval fa IQV' nej rozdelenia - leZia v i-tom
zabezpecuje veliciny hodnoty su intervale (rozdiel

Horna a dolna
hranica intervalu
(pokracovanie
predchadzajicej
tabulky)

pokrytie celého P (z; -X) tabelované, pre hodndt dvoch po
i—1

teoretickeho s, z< o, plati sebe iducich
rozsahu '
rozdelenia PO =1=P(v.) q;l(ad)kollp)( )
P; =) =V,



Cochranovo pravidlo

" je pozadovane splnenie podmienky n..p >= 5
orei=1,2,..., k.(i=1,2, ..., k). Splnenie tejto
nodmienky mozno dosiahnut dodatocne,
zlucovanim susednych tried. Avsak jej prisne
dodrziavanie je nutne iba pri malom pocte
stupnov volnosti. Bolo overeneg, ze pre
k-1-r = 3 staci, aby n.p;= 4 a pre

k-1-r = 6 staci, aby n.p,=21; (i =1, 2, ... k).




Postup vypoctu x? testu dobrej zhody

n*p; ,, cochrPocCetnosti

i (t, .t t, v, CD(VM) P, n*p, cochran cochranovi) an2 scCitané (np-n,)?/(np;)
1 (5;7)-° =-%° 0O 0.10565 5.282 ok 5.282 ok 6 0.097458323
2 (7;9) 7-1250.106 0.25004 12.502 ok 12.502 ok 11 0.180468065
3 (9;12) 9-0.370.356 0.33928 16.964 ok 16.964 ok 19 0.244319937
4 (112;13) 11 0.510.695 0.22276 11.138 ok 15.251 ok 14 0.102661373
5 (213;15) 13 1.390.918 0.08226/ 4.113 scitat
6 0 >=P=0,625
Neplati nerovnost y=0.95
0,625=P ~ x?y;k-1-r=3,84, r (podet parametrov rozdelenia)=
preto hypotézu H, A-r="-1-2=1
nezamietame na hladine Tabelovana hodnota kvantilu: xz2 (k-1-r =3.84

vyznamnosti a. Udaje
pochadzaju z normalneho
rozdelenia.




Priklad 2 -
(Binomické rozdelenie)

= Bolo skumané dodrziavanie siestich pravidiel domaceho
poriadku najomnikmi. Jednoduchy nahodny vyber 200
bytov odhalil nasledujuce skutocnosti. Na 5%-nej hladine
vyznamnosti vykonajte test hypotezy a urcte, ci vzorka
pochadza z rozdelenia, v ktorom pocet priestupkov (zo
siestich moznych priestupkov = n) na 1 byt je binomicky
rozdelena nahodna premenna.

Ho: Pocet priestupkov na 1 byt vo vSetkych mestskych bytoch je binomicky rozdeleny

s pravdepodobnostou uspechu v kazdom pokuse p=0,3.
H;: Pocet priestupkov na jeden byt v celom meste nie je opisatel'ny binomickym rozdelenim.




Priklad 2 -

k=7

(Binomické rozdelenie)  .aloos

Pocet moznych

priestupkov na 1 pocetnost’ Teoreticky pocet pocetnosti

byt pocetnost’ priestupkovp; n*pi cochran N*p; 6 cochranoviy COChran2séitané  (np;-n;)?/(np;)
0 31 0 0.1176 23.53 ok 23.530 ok 31 2.37163
1 51 51 0.3025 60.51 ok 60.505 ok 51 1.49324
2 70 140 0.3241 64.83 ok 64.827 ok 70 0.41279
K 32 96 0.1852 37.04 ok 37.044 ok 32 0.68680
4 9 36 0.0595 11.91 ok 14.094 ok 16 0.25776
5 5 25 0.0102 2.04 scitat sCitat’
6 2 12 0.0007 0.15 scitat sCitat

200 360 1.0000 200.00 200.000 200

|
n'prenZ k>0;inak =0
l(n-k)!




Priklad 2 -

(Binomické rozdelenie)

Pocet moznych

priestupkov na 1 pocetnost’ Teoreticky pocet pocetnosti
byt pocetnost’ priestupkovp; n*pi cochran N*p; o, cochranoviy COChran2séitané

0 31 0 0.1176 23.53 ok 23.530 ok 31

1 51 51 0.3025 60.51 ok 60.505 ok 51

2 70 140 0.3241 64.83 ok 64.827 ok 70

K Ky 96 0.1852 37.04 ok 37.044 ok 32

4 9 36 0.0595 11.91 ok 14.094 ok 16

5 5 25 0.0102 2.04 scitat sCitat

6 2 12 0.0007 0.15 scitat sCitat

200 360 1.0000 200.00 200.000 200

r (poéet parametrov rozdelenia)= 2
p =5.2222
v=0.95
k (po Cochranovi)=5
k-1-r=5-1-2=2
A2 (k-1-) = 9.99

(np;-n))?/(np)
2.37163
1.49324
0.41279
0.68680
0.25776

Testovacia charakteristika P nie je vacsia

ako chi-kvadrat, preto

hypotézu HO nezamietame na hladine
vyznamnosti 0.05.

Udaje pochadzaja z binomického

rozdelenia.



Priklad 2 -

(Poissonovo rozdelenie)

= Privyrobe sa moze vyskytovat urcity pocet chyb
na 1 vyrobku. Predpoklada sa, ze rozdelenie
poctu chyb sa riadi Poissonovym rozdelenim.
Jednoduchym nahodnym vyberom sme vybrall
isty pocet vyrobkov. Pocty chyb su uvedene
v tabulke. Test zhody s Poissonovym rozdelenim
vykonajte na hladine vyznamnosti a.

Ho: Vysledky experimentu su realizaciou ndhodnej veli¢iny s Poissonovym rozdelenim.

H:: Vysledky experimentu nie su realizaciou nahodnej veli€iny s Poissonovym rozdelenim




Priklad 2 -

(Poissonovo

Pearson Poisson

k=6

Pocet
Pocet vyrobko chyb
spolu

chyb x \'

A WODN-0

5 aviac

43 O

24 24
5 10
2 6
1 4
0 O

75 44

pocet

Pi
0.5562
0.3263
0.0957
0.0187
0.0027
0.0003
1.0000

Teoreticky
pocet
vyrobkov
n*pi cochran
41.71 ok
2447 ok
718 ok
1.40 scCitat
0.21 scitat
0.02 scitat
75.00

= 4475

rozdelenie)

pocetno
N*Pi (po sti
cochranovi) cochran2 scitané (npi'ni)zl(npi)
41.712 ok 43 0.03978
24472 ok 24 0.00912
8.813 ok 8 0.07500
sCitat’
sCitat’
sCitat’
74.997 75

K = pocet intervalov = 6
EX)=A=
E=271828

K = pocet intervalov po Cochranovi= 3



Priklad 2 -
(Poissonovo rozdelenie)

Pearson Poisson

k=6
Teoreticky .
Pocet pocet pocet . poce_tno
Pocet vyrobko chyb vyrobkov NP (po sti
chybx v spolu p, n*pi cochran cochranovi)y  cOChran2 scitané  (np;-n;)?/(np))
0 43 O 0.5562 41.71 ok 41.712 (0] ¢ 43 0.03978
1 24 24 0.3263 2447 ok 24472 ok 24 0.00912
2 5 10 0.0957 7.18 ok 8.813 (0] ¢ 8 0.07500
3 2 6 0.0187 1.40 scitat sCitat’
4 1 4 0.0027 0.21 scitat sCitat’
5 aviac 0O O 0.0003 0.02 scitat sCitat
75 44 1.0000 75.00 74.997 75

Kriticky obor: %2, ¢s,k-1.1) = X“0,5 ;3-1-1) X005 1) = 6:635
P=0.124 nieje > 6.635 - preto HO nezamietam.

Na hladine vyznamnosti o. = 0.01 mo6Zeme rozdelenie po¢tu chyb povazovat’ za Poissonovo
S parametrom A = 0.5867



Priklad 3 -
(Exponencialne rozdelenie)




\

Pr‘iklad 4 [y = max 15@(4-;111354']

A = ‘F(X(N,.))_ Fo(xpyvy) prei=1,2, ..,
A:. — ‘F(.X(‘Vl))_ F;T(x(lv,-,l))’ pre I = 17 2: aaes
4 = F(x(Nl))'
Kolmogorovov test
Parametre rozdelenia: Ho: Uvedeny vyberovy stbor pochadza z rozdelenia N(100; 9).
Priemer: 100 Hi: Uvedeny vyberovy subor pochadza z iného rozdelenia .
Rozptyl: 4 sm.odch.:2
Alfa 0.01
Rozsah 23
i X n; N; (X -u)lo F (%) Fe(x) Al A
1 88.5 1 1 -5.75 4.46217E-09 0.043478 0.04347826 4.462E-09
2 91.5 2 3 -4.25 1.06885E-05 0.130435 0.13042409 0.0434676
K] 94.5 2 5 -2.75 0.002979763 0.217391 0.21441154  0.127455
4 97.5 6 11 -1.25 0.105649774 0.478261 0.1117415
5 100.5 5 16 0.25 0.598706326 0.695652 0.09694585 0.1204455
6 103.5 5 21 1.75 0.959940843 0.913043 0.04689736 0.2642887
7 106.5 2 23 3.25 0.999422975 1 0.00057703 0.0863795
tabelovana
kriticka
Vysledok testu: hodnota testovacej charakteristiky hodnota
D1= 0.372611096 > 0.33 =D0.01(23) = Da(n)

t.j. Hyzamietame. Vyberovy subor nepochadza z daného rozdelenia.




Priklad 5

Mame k dispozicii udaje o popolnatosti vzoriek 535 st rozsa:y vyt?erov mﬁlé;)t vt

- , , , SU rozsa vyberov velke, testovanie
uhlia z dodavok dvoch banskych zavodov (v % je podobné o gri Kolmogorovovom teste cez
popola): intervaly.

I. 52 48 19 56 55 34 53 64 35 3,8

II 418 510 5’7 514 515 4s4 412 5’0 513 510 Variaény rad:

Pomocou Kolmogorovovho-Smirnovho testu 1 1.9

preverte na hladine vyznamnosti 5% hypotézu, ze g gg
obidva vyberové subory pochddzaji z toho istého 4 38
zakladného suboru. 5 4.2
6 4.4
7 4.8
7 4.8
Zadanie: 9 5
i subor1: subor2. 9 5
1 5.2 4.8 9 5
2 4.8 5 12 5.2
K} 1.9 5.7 13 5.3
4 5.6 5.4 13 5.3
5. 55 55 15 54
6 34 44 16 55
7 53 42 16 55
B 64 R 18 5.6
9 35 53 19 57
10 3.8 5 20 6.4
Ho: Obidva vyberové subory pochadzaju z toho istého zakladného suboru.
Hi: Vyberové subory nepochadzaju z toho istého zakladného suboru.




Priklad 5

Riesenie:
j li1 l; <L) F10(X) Gio(x)  [Fyp(x) = Gyo(x)]
1 - 1.9 (.--; 1.9) 0.00 0.00 0.00
2 19 3.4 <1.9; 3.4) 0.10 0.00 0.10
3 34 3.5 <3.4; 3.5) 0.20 0.00 0.20
4 35 3.8 <3.5; 3.8) 0.30 0.00 0.30
5 3.8 4.2 <3.8; 4.2) 0.40 0.00
6 4.2 4.4 <4.2;4.4) 0.40 0.10 0.30
7 44 4.8 <4.4;4.8) 0.40 0.20 0.20
8 4.8 5 <4.8; 5) 0.50 0.30 0.20
9 5 5.2 <5;5.2) 0.50 0.60 0.10
10 5.2 5.3 <5.2; 5.3) 0.60 0.60 0.00
11 5.3 5.4 <5.3;54) 0.70 0.70 0.00
12 5.4 55 <5.4; 5.5) 0.70 0.80 0.10
TeEs 5.6 <5.5; 5.6) 0.80 0.90 0.10
14 5.6 5.7 <5.6; 5.7) 0.90 0.90 0.00
15 5.7 6.4 <5.7;6.4) 0.90 1.00 0.10
16 6.4 .0 <6.4; .«) 1.00 1.00 0.00




Priklad 5

RieSenie: d — n.max\Fn (X)-G. (x)\
o = 005 xeR
n,=10
n,=10

testovacia

charakteristika d=10*04=

Hypotezu H, zamietame,
ak testovacia charakteristika je vacsia
ako tabelovana hodnota =

- nie je vacsia - nezamietam H,




Priklad 6

Zadanie:

(x =
extrem:
n -

Prvotna
tabulka

12
13
12
11
13
15
18
16
17
23
16
14

Na hladine vyznamnosti 5% rozhodnite pomocou Grubbsovho a

Dixonovho testu, Ci hodnota 23 je extremna. Ho: Hodnota NIE JE extrémna.
0.05 H.: Hodnota JE extrémna.

pre extrémy spomedzi minimalnych hodndt, pouzit prislusné vzorce
12
RieSenie:
ariacny rad: usporiadat’ hodnoty prvotnej tabulky od najmensej hodnoty po
najvacsiu

A) Grubbsov test:
vyberovy priemer: 15
vyb. smer. odchylka: 3.33

testovacia charakteristika: T(12) =2.509 > 2.387=T0.05(12) H, zamietame
Hodnota 23 JE
extrémna.

B) Dixonov test
*)

X(n)
testovacia charakteristika: Q(12) =0.417 > 0.376= Q0.05(12) t.j. H, zamietame
Hodnota 23 JE

extrémna.



Priklad 7

Ho: Vyberovy subor pochadza zo suboru s normalnym rozdelenim.

Hi: Vyberovy stibor nepochédza zo siboru s normalnym rozdelenim.

Test normality pomocou koeficientu Sikmosti. §n1=2)
sikmost = -0.4083 abs(y;)= 0.408332 0.880727 ~ DsUade D5 = \/ (n+n+3)
rozsah suboru = 23
alfa= 0.05
D= 0.4494
= 1.9600
Test normality pomocou koeficientu Spicatosti.
Spicatost= -0.4873 abs(y,+6/(n+1))= 0.237274 1.457355 - D4 UasYye
rozsah suboru = 23 D - 24n(n —2)(n —3)
alfa=  0.05 f (1) (n+3)(n+5)
D= 0.7436

= 1.9600




