PRAVDEPODOBNOST

Definicia: Priestor elementarnych javé¥ sa nazyva pravdepodobnostny prieg€orA, P) (s
pravdepodobna®u P), ak kazdémuw [0 Q je priradenécislo P(u), ktoré nazyvame
pravdepodobna®u elementarneho jawa. PoZzadujeme pritom, aby boli splnené axiomy:

(1) 0< P(w)<1
2 P@Q)=> P)=1

Q

Definicia: Pravdepodobndsu P(A) Tubovd’ného javuA nazyvame stet pravdepodobnosti
elementarnych javov, ktoré su prvkami jayueda plati:

1) PA=) P)

A
2 PA=O0
(3) Pravdepodobnés zhednotenia kor@ého (resp. spitatd’ného) pdru
navzajom nezkitel'nych javov je rovna sifu ich pravdepodobnosti, teda plati:
PAIOA DA OAO...OAD. ) =PA) + PA) +P(Ag) + P(Ay) + ... +P(Ay) + ...

Vlastnosti pravdepodobnosti:

(1) NechA, B st nahodné javy. AR [ B, potom platiP(A) < P(B).
(2)  NechA, B st nahodné javy. Ak =B, potom platiP(A) = P(B).
(3) NechA je nahodny jav. Potom plati: OP(A) < 1.
(4)  NechA, B st nahodné javy. Potom pla#(A —B) = P(A) —P(A n B).
(5)  NechA, B sulubovd’né dva nahodné javy. Potom plati:
P(A O B) = P(A) + P(B) —P(A n B).

Podmienend pravdepodobnad

Ak pri vypoéte pravdepodobnost(A) nepozadujeme Ziadne dodaté podmienky alebo
obmedzenia, tak takuto pravdepodohnd3(A) budeme nazyvwa nepodmienena Ak
potrebujeme néispravdepodobna’gavu A pri dodaténej podmienke, Ze nastal jav nejdiy
tak takuto pravdepodobnbbudeme nazyvapodmienend ozndime juP(A[B).

Odvodime vZah pre vypoet podmienenej pravdepodobnosti,épm pouzijeme definiciu
klasickej pravdepodobnosti. Nech celkovy¢gbrovnako pravdepodobnych elementarnych
javovay o jen, tj. | Ql=n. Nech pre priaznivé javy platiAl=ma, [Bl=mg alA n Bl=
Mang. Plati, Zemang < My @ Mang < Me. AK nastal javB, potom museli nasfaniektoré

z elementarnych javow, ktoré su priaznivé javB. Pri tejto podmienke bude zodpovéda
javu A prave ma,g priaznivych javowy, ktoré su priaznivé javA n B. Preto musi plafi

m

AnB

P(A/B) = My n_ _ P(An B)

m M P(B)
n

Ak jav B je nemoznym javom, potof(B) = 0 a uvedeny ¥ah nema zmysel. Z toho potom
dostdvame wah, ktory nazyvame pravidlo o nasobeni pravdepoaktbn




P(A n B) =P(A).P(B|A) = P(B).P(AB)

Pravdepodobnds prieniku dvoch javov je rovna &au pravdepodobnosti jedného javu
a podmienenej pravdepodobnosti druhého javu zgpkdaldu, Ze nastal prvy jav.

Nezavislog javov
Definicia: JavyA aB nazyvame nezavislé@k plati rovnog P(A n B) = P(A).P(B).

Z uvedenej definicie priamo vyplyva, Ze ak jdvp B su nezavislé, tak plati rovrtos
P(AB) = P(A).

Vzorec pre Uplna pravdepodobnos

NechHy, Ha, ... ,Hn SU navzajom nezéitelné javy, t.j.Hi n Hy =0 prei #j, ¢ize P(H; n Hj)
= 0, prei # j. Predpokladajme, Ze jak sa mdZe realizovaaspd s jednym z navzajom
nezlwitel'nych javovH;, Hy, ... ,Hp, t.

A= J(AnH).
i=1
JavyA n Hj aA n Hj, prei #j st navzajom neztitel'né a preto plati:
P(A)=> P(AnH),
i=1

A odtial’ pouzitim pravidla o nasobeni pravdepodobnostiad@she vZah pre vypoet Uplnej
pravdepodobnosti:

P(A) :Zn:P(Hi)EP(A/Hi).

Bayesov vzorec (r. 1763)

Nech Hy, Hp, ... , H, sU navzdjom neztitel'né javy. Predpokladajme, Ze j@vsa mbze
realizova aspdi s jednym z navzajom nezitel'nych javovHy, Hy, ... \Hp, t.j.
A= J(AnH).
i=1

Nechi O{1, 2, ... n}. Chceme najspravdepodobndsjavu H; za predpokladu, Ze nastal jav
A. Pod’a pravidla o nasobeni pravdepodobnosti plati:

P(A n B) = P(Hi).P(AH;) = P(A).P(Hi|A),
Odtia’ pre dané dostavame:

P(H,)P(A/H))

P(H, /A ===



Geometricka pravdepodobnos

Ak priestor elementarnych javov méZzeme zt/@ko body vhodného geometrického Gtvaru,
ktoreho vé&kos’ (plochu, objem ...) dokaZzeme vyt (resp. ukit), tak pravdepodobnés

pocitame potla vzahu: P(A) :%, pricom javy Asu podmnoziny tohto utvaru
U

s rovnakymi vlastnagami. Tedria miery zavadza pojem mefag mnoziny. (Napr.

Borelovské mnoziny). V tlohach musitbgplneny predpoklad symetrie, ktory zéauje, Ze

pravdepodobnastoho, Ze nahodne zvoleny bod(x padne do mnozZinw, zavisi iba na

velkosti tejto mnoZiny a nie na jeho umiestneni (tapod. ).

Pravdepodobnos#’ opakovanych nezavislych pokusov

Dva nahodné pokusy sa nazyvaju navzajom nezawkléyysledok jedného z nich nema
vplyv na vysledok druhého z nich. Ak vykonam@ezavislych pokusov, @om pri kazdom
pokuse nastane prave jedekzeziitelnych javovAg, Ay, ... ,Ac s pravdepodobnéami:

p1 = P(A), ;2 = P(A2), ... , o = P(A). Ak ozn&ime symbolomPy(m,, my, ... , my)
pravdepodobnastoho, Ze prin pokusoch nastal ja# my — krat, javA; mp — krét, .... , javAx

my — krét, tak potom plati ¥ah:

Rw(m'mz’---'”k)_wmm o2 O.0px.

Speciélne pr& = 2 dostavame wah, ktory nazyvame Bernoulliho schéma. Npsip; aq =
p2 = 1 —p, nechm=m, an —m=m,. Potom dostavame vah:

Pn(m)——Ep o™

mil{n—m)!
Z Bernouliho vzorca sd#iahko odvodiad’alSie vzahy, ktoré su jeho priamym désledkom.

Pravdepodobndstoho, Ze javA nastal prin nezavislych pokusoch aspan-krat, je dany
vztahom:

R(M) = R () =1-3 R, (K).

PravdepodobndsZe javA nastane pm nezavislych pokusoch aspoaz je rovna:

R@=1-q"

MéZeme sa pyta aj op&ne. Kdko nezdvislych pokusov musime vykdénaaby sme
s pravdepodobn@su aspé P mohli tvrdit’, Ze dany ja\A nastane asparaz. Pdéet pokusown
odvodime z predchadzajuceha’au a dostavame ohraanie:

_In@-P)

~In(L-p)’
kdep je pravdepodobnd@s/yskytu javuA v kazdom z pokusov.



NajpravdepodobnejSia hodnota¢povyskytov javuA je hodnotep, ktora je rovna celgjasti
¢isla o + 1)p (t.j. np =[(n + 1)p]). Ak je ¢islo (h + 1)p celé, potom pravdepodobnos
nadobuda svoju naj¢diu hodnotu pre hodnotpe = (n+ 1)p-1 anp= (n + 1) p.

Ak su pokusy nezavislé, ale pravdepodobnosti vyskyavu Asu rbézne, potom

pravdepodobna'sP,(m) mnasobného vyskytu javli pri n pokusoch je rovna koeficientu pri
¢leneu™ v rozvoji vytvarajlcej funkci&(u).

G(u):lj(pkmqk):i_a(m)mm,

kde gk = 1 — px apx je pravdepodobnd@stoho, s akou nastane jad v k-tom pokuse.
Koeficienty P,(m) m6zeme ufit’ derivovanim funkci&s(u):

Pn(m)=i5{dm6(“)} |

m! du™

Speciélne pren = 0 dostavameP,(0) = 01.p. ... On.



