Nahodna veltina

Jav, ktory za uitych podmienok v zavislosti na nadhode méze, aleus
nasta, sa nazyvanahodny jav Samotna realizacia podmienok, za ktorych tento ja
moZe nastj sa nazyvanahodny pokusAk je nahodny jav vysledkom nahodného
pokusu, ktory je opakovdiey, nazyva saromadny nahodny jadavy tohto druhu su
predmetom skumania tedrie pravdepodobnosti. MazZznegskytu hromadného
nahodného jav sa charakterizujgislom PQ), ktoré nazyvame pravdepodobtiog
javu A. Pravdepodobnége ¢islo, nadobudajuce hodnoty z intervély 1). Ak je jav
A javom nemoznynje P@) = 0, ak je javAjavom istym je P@) = 1. MoZnog
vyskytu javu Aje potom tym vé&Sia, ¢im je jeho pravdepodobndsblizSie k 1.
Povedali sme, Zeislo P@A) udava pravdepodobngsze nahodny ja\A za utitych
podmienok nastane. K tymto zakladnym podmienkarpapeime niekedy eSi#alSiu
podmienku, Ze totiz nastal jaB. Zaujima nas potom pravdepodobhgavu A za
podmienky, Ze nastal j&®.

Takato pravdepodobnssa nazyvapodmienena pravdepodobmogavu
A aoznéguje sa PAB). Solfadom na to sa potom pravdepodobh®%A) casto
nazyvanepodmienena pravdepodobrigesvu A. Ak je pravdepodobndgavu A rozna
pod’a toho,¢i jav B nastal,¢i nenastal, nazyvame javk, B zavislé. Pokid sa
pravdepodobnasjavu A nemeni v zavislosti na ton§j jav B nastal¢i nenastal,
nazyvaju sa javy, B nezavislé.

Vysledok nadhodného pokusu mézeme niekedy pédesa slovne. Niekedy
vSak su moznymi vysledkami nahodného pokusu hodnejgkej vekiny. Veli¢inu,
ktora pri nahodnom pokuse méze zavisle na nahodmbdaa ré6zne hodnoty,
nazyvamenahodna veliina. Za ndhodna valinu méZzeme povazovanapr. ,p@et
bodiek, ktory padne pri jednom vrhu hracej kockyato veltina nadoblda zavisle na
nahode hodnoty 1, 2, 3, 4, 5,Zakon rozdeleniaahodnej vetiiny X je zakon, ktory
udava pravdepodobnosti javov, ktoré mozu nasta

Nahodnou vetiinou alebo nahodnou premennou sa nazyva premetord, ko
vysledku pokusu méze nadobudmiektord hodnotu, pfom je vopred nezname aku

konkrétnu.
P (X =Xx)

Nahodné premenné, ktoré mézu nadobtidba jednotlivé, navzdjom rdézne
hodnoty, ktoré mozno vopred vymenéyaazyvaju saespojitymi, alebo diskrétnymi
ndhodnymi premennymi.

Napr.. pdet zasahov pri troch vystreloch
pctet telefonickych hovorov prichadzajlcich na tetefd linku

Nahodné premenné, ktoré nie su navzajom oddeddadépojite vypluju urity
interval, sa nazyvajgpojitymi nahodnymi premennymi
Napr.: chyba meracieho pristroja



Nahodné premenné teda delime na dva z&kladné typy:

Diskrétne: ak nahodna premenna nadobuda konkrétnu hodnoitgnp paet
tychto hodnét je korimy alebo spéitate’ny.
Nahodna premenné nadobuda hodnotys, X, X3, ... ,X». Ak hodnoty
X a k nimzodpovedajuce pravdepodobngstisporiadame do tabky,
tak tato tablka s podmienkou

zpi:]'

i=1

je zadkonom rozdelenia pravdepodobnosti diskrétng€hodnej
premennej a volame jpravdepodobnostna takka.

Spojité: ak nahodna premenna nadobuda vsSetky hodnoty zeigzher alebo
otvoreného intervalu realnydisel.
Pri spojitej nahodnej premennej nem6zme vymetniogatky hodnoty
ak nim ukit vSetky pravdepodobnosti (t. j.  vytvori
pravdepodobnostnu tafku), lebo ich je na realnom intervale
nespgéitatd’ne veé'a, preto tento wah popiSeme pomocou funkcie,
ktorl nazyvaméustota

Aby sme mohli popigandhodnu premennu musime pazna

1. Mnozinu vSetkych hodndtoré nahodna premenna nadobuda — obor hodnét
nahodnej premennej.

2. Pravdepodobna@spri ktorej mdéze nahodn& premennd nadobtideuoju
hodnotu.

Ak nahodna premenna bude Uplne opisana z pravdeposimeho Fadiska, a ak
zadame toto rozdelenie, t.j. presne ukdZzeme, aidppodobnasma kazdy z javov,
urcime tym tzv.zakon rozdelenia nahodnej premenn&jakon rozdelenia nahodnej
premennej je kazdy predpis, ktoryéuje vz’ah moznymi hodnotami n&hodnej
premennej a im zodpovedajucimi pravdepodoBaws. NajjednoduchSou formou
zadania tohto zakona je tdhma, v ktorej s uvedené moZzné hodnoty nahodnej
premennej aim zodpovedajuce pravdepodobnosti. tbakabwtku nazyvame
pravdepodobnostnou taktkou.

Priklad:

Vykonad sa jeden pokus, vktorom sa moZe objaslebo neobjavi jav A.
Pravdepodobndsjavu A je 0,3. VySetruje sa ndhodna premebha paet objaveni
javu A v danom pokuse. Premen®ama iba dve hodnoty: 0 a 1. Pravdepodobnostna
tabu’ka premenneX ma tvar:




Distribu ¢na funkcia

Pravdepodobnostna tdlika vyjadruje zakon rozdelenia pravdepodobnosti
diskrétnej nahodnej premennej. Pre spojiti nahognémennd takato talkau
nevieme zostrofi Spojitd ndhodna premenna nadoblda n#tid’ne véa hodnot.
Pravdepodobndstoho, Ze spojita nahodna w#tia nadobudne giti konkrétnu
¢iselnu hodnotu je Veni blizka nule. Budeme uvazavg@ravdepodobndsjavu, Ze
nahodna premennX nadobudne hodnoty menSie ako zadana hodrotdéato
pravdepodobnasP(X < x) je zavisla nx. Tuto funkciu ozn&ujemeF(x) a volame ju
,Distribu¢nou funkciou*.

Je definovana vahom: F(x) =P(X < x)

Distribucna funkcia je vSeobecnou formou popisu nahodnenpnmej a da sa
pouZzt ako pre diskrétnu tak aj pre spojiti nahodnu pramie

Vlastnosti distribdnej funkcie:
1. Distribuwéna funkciaF(x) je neklesajucou funkciou svojho argumentu, tij. p
Xo > Xq je F(Xz) > F(Xl).
2. V bode minus nekowao sa hodnota funkcie rovna nule:
F(-»)=0
3. V bode plus nekorsmo sa distribtind hodnota rovna jedne;:
F(+0)=1

Hodnota distribtinej funkcieF(x) sa nazyva aj integralnou funkciou rozdelenia,
alebo integralnym zakonom rozdelenia. Disttidu funkcia je najuniverzalnejSou
charakteristikou ndhodnej premennej, ktora exispue vSetky nahodné premenné
a to diskrétne aj spojité.

Stredn& hodnota nahodnej premennej

Strednou hodnotou nahodnej premennej jgt@icislo, ktoré ako keby bolo jej
reprezentantom aktoré ju pri priblizne orientowanyvypdatoch nahradzuje.
Parametre polohy charakterizuju ,polohu” nahodm&imennej n&iselnej osi a jej
.koncentraciu*,

Matematické vyislenie strednej hodnoty ndhodne premennej:

E(X) = X o+ % 0p+---+ X Up
ptp,t+-

Y%
E(X) =2 —

zpi

i=1

Strednou hodnotodiskrétnej nahodnej premennej je&i siinov vsetkych
moznych hodnét ndhodnej premennej s pravdepoddéampsychto hodnot.



Platl':zn:piZI E(X):Zn:XDp FO)=P(X<x)=) p

i=1 %1% <X
pi — pravdepodobndspokusu

Stredna hodnotspojitej nahodnej premennej je definovan&atzom

E(X) = j xOf( %) dx

Diskrétne (nespojité) ndhodné véiny su veltiny, ktoré nadobudaju iba kotree
alebo spoitate’né mnozstvo ré6znych hodnét, napr. hodaét 0, 1, 2, ... . Ich zakon
rozdelenia je popisany pravdepodohiamsi jednotlivych hodnbtp, = PK = Xg)
a zobrazeny na obrazku:

PX=x) 1

>

| | | | ] >
>

X1 X X3 X4 X5 Xs

Obrazok: Graf rozdelenia pravdepodobnosti dislejgiahodnej premennej
nadobudajucej hodnoty, ..., Xs.

Spojité nadhodné vefiny su veltiny, ktoré mézu nadobudav ramci utitého
intervalu vSetky mozné hodnoty. SuU to vely, ktoré maju tzv. spojity zakon
rozdelenia, ktory je popisany hustotou pravdepodstif(x) > O, ktorej integraciou
na uzavretom interval@, by dostaneme pravdepodobrip%e ndhodna veiina bude

Z intervalw(a, b):
b
P(as X< B = f(} dx,

Ak je hustota pravdepodobnof() spoijita, potonf(x) dx vyjadruje pravdepodobnbs
toho, Ze nahodna veina X bude z intervalyx, x + dx). Hustota pravdepodobnosti

spojitej nahodnej valiny je zobrazena na obrazku:



Obrazok: Hustota pravdepodobnosti spojitej nahpdeleiny.
VySrafovana plocha zodpovedéa pravdepodobnosti
P{la<x<b}.

Distribu¢na funkcia F(x,) ndhodnej vetiiny X je funkcia, ktora udava pre kazgg¢
pravdepodobna@sP (X < Xp).
Distribu¢nu funkciu diskrétnej ndhodnej viéhy vypotitame:

F(X)=P(X<x)=> p

xi:>g<x
(P = P&k =x), —00 <X <),

Distribu¢nu funkciu spojitej nahodnej véiny vypctitame:

F(x):f £(1) dt.

Potom pre spojité nahodné iy plati:

F(x) = F(x)=3"X
dx
Distribuéné funkcie nahodnych veéln si znazornené na nasledovnych obrazkoch:
F(x)
i
.rl,r_._u,:c.z 0 rj :rq. Ix_; X

Obrazok: Distribana funkcia diskrétnej nahodnej premennej, ktoréobhada

hodnotyxy, ...,Xs
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Obrazok: Distribana funkcia spojitej nahodnej premennej

Charakteristikou polohy rozdelenia ndhodnej dmli je jej Strednd hodnota EX),
ktora je definovana pre nespojité (diskrétne) nalkogkltiny nasledovne:

E(X)=> x0p
i=1
Stredna hodnota spoijitej nahodne;j &ialy x je definovana:
E(X) = [ xOf(3 dx,

kdef(x) je hustota pravdepodobnosti.

Stredna hodnota vyjadruje priemernilkes’ (centralnu tendenciu, stredazisko,
polohu) hodnét prisluSnej ndhodnej vily a zn&ime ju tiez M(x), alebo . Pre
vSetky typy nahodnych vein mozno strednd hodnotu vyjaflrijednotne,

Stieltiesovym integralom:

E(X):TxdF(x),

kdeF(x) je distribitna funkcia.
Rozptyl (disperzia, variancia) [X) - predstavuje priemerny Stvorec odchylky od
priemeru Znaiime ho tieZzD?(x), V(X), alebo o* apre diskrétnu, resp. spojitt

nadhodnu vetiinu je definovany veahmi:
D(X)=2 (X - E(X)*Op=>, X' Op-( & ¥)*,
i=1 i=1

kdeE(X) je stredna hodnota nahodnej ¥ely X, resp. pre spojitu:

D(X) = [ (X - E(X)?0f(3 dx= [ ¥ O3 dx (& %}



Smerodajna odchylka(Standardna, stredna kvadraticka odchylka) je druhou
odmocninou rozptylu, je charakteristikou varialgilitahodnej vetiny a oznéujeme

ju symboloma(X). Je odmocninou rozptylu, ktory ozingeme DK) a je definovana

a(X) =D(X).

Variacny koeficienvypocitame zo véahu:

E(X)

vztahom:

Sikmog’ vypositame ako:

“13 (X, - EOO)

y3: I 0.3

Spicatog’ (Statisticky exces\ypasitame ako:

“0 (X~ E(0)’

Va= = o -3.

Median X je hodnota, pre ktort plati R(< X) = 0,5. Je to hodnota prostredného
¢lena z raduwlenov suboru usporiadanych gadvd’kosti. Ak je pd@et clenov parny,
je to priemer dvojice prostredny¢htenov.

P-kvantil x, je hodnota, pre ktord R(<x, ) = P.

Modus diskrétnej, resp. spojitej nahodnej ¥ely je hodnota s maximalnou
pravdepodobna®u, resp. hustotou pravdepodobnosti. Modus je tabia nezavislej

premennek, ktora sa v subore vyskytuje tagtejSie.

Pre linearnu funkciuax + b nahodnej veliiny x su stredna hodnota a rozptyl

vyjadrené nasledovnymi vahmi:

E(ax+ b= aH y+ |,
D(ax+b =& O 3.



Strednu hodnotu a rozptyl vSeobecnej funkglie) priblizne vypa@itame podla
vztahov:

E(g0)= o HY) DO =[d(E ]’ 0.

kde g° = dg/dx, pricom musi plati podmienka, Zeg'(X) je v okoli E(xX) priblizne
konstantné, povedzme pre— E(X)| < 30/ D(X) .

Normalne rozdelenie

Normovanym normalnym rozdelenimzyvame normalne rozdelenie, ktoré ma
strednu hodnotu rovnu 0 a rozptyl 1.

Hustota normalneho rozdeleniag(x) a distribu'nd funkcia @Xx) su vyjadrené
vztahmi:
909 = (&
t2

O(x) :% Je2dt

Pricom platia vZahy$(—x) = ¢(X) aP(—x) = 1 —P(X).

RS
2.

Vyznam normalneho rozdelenia $pa v tom, Ze nim moZno aproximavanozstvo
inych rozdeleni a Ze priblizne normélne rozdelemigl mnohé nahodné véhy,

ktorych hodnota je suhrnontiakov mnoZstva nezavislyctinitelov, ktoré (kazdy
sam o sebe) maju iba nepatrny vplyv.

Normalne rozdelenie sa tiez nazy@aussovym rozdelenianjeho hustot&aussovou
krivkou alebo Gaussovym zakonom chy®rafy hustotyd(x) a distribinej funkcie

®(x) normovaného normalneho rozdelesiaznazornené na nasledujicom obrazku:
a) sﬂ{!} )
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Obrazok: Grafické znazornenie a) hustoty pravdepnodsti, b) distribénej funkcie

normovaného normalneho rozdelenia



V&eobecnym normalnym rozdelenfmzdelenimN(x ,6°) nazyvame rozdelenie so

strednou hodnotopr a rozptylomd?, pricom hustotd(x) sa rovna:

(x-p)? (x=p)
X—= U 1 1 —(—)
f(X)=— ( j (& 20 =— — [P\ %
()= ¢ g O\ 21T o~ 2IT

a distribna funkciaF(x) je vyjadren& veahom:
x _(t-p)?

F(x):cb(x_’uj: 1 e dt
g O~N2IT

pricom grafické znazornenie hustoty normalneho rozdlprec = 0,4; 1; 2,5 qu =

0 je na nasledujucom obrazku:
Ly
10

¢ =04

\i‘Ci”’
—t e \ -
-6 -4 =2 O 4 b X

Obrézok: Grafické znazornenie normalnych rozdgbeainiektoré pripady

Jednotlivé pravdepodobnosti javowenych nahodnou veélinou x s rozdelenim

(x=p)?
o o dx:db(b ”) d)(—a_’uj
o o )

N(u ,0%) vypositame podla vz'ahov:

m'—D-.cr

P(as x< b= T
P(x-< 8= ch( j—l, P(|x—,u|>a):2{1—¢(gﬂ.

Linearna funkciaax + b nahodnej veliiny x s normalnym rozdelenimi(y ,o%)

ma normalne rozdelen( au + b, &0 ? ). Normovanéa nahodna véha u, ktora je

. , X , ; , ,
vyjadrena veahom:u =——-— ma normované normalne rozdeleNi@,1).
o



Priklady diskrétnych rozdeleni
Alternativne rozdelenie

NajjednoduchSim typom diskrétnych rozdeleni je &dternativne rozdeleniele
to rozdelenie nahodnej veiny, ktora mdze nadobudden 2 hodnoty: hodnoty 1
s pravdepodobnd@su p a hodnoty 0 s pravdepodobrios g=1 —p. Uvedenl nahodnu
velicinu nazyvamenula-jednikova. Lahko je mozné vypitat jej strednd hodnotu
a rozptyl:

EX)=1.p+0(1-p)=p a OX)=(1-p’.p+p~(1-p) =p 1)

Nula-jedntkové nahodné veliny je mozné poufi pre popis vyskytu uitého
nahodného javu. Ak nahodny jav nastal, nadoblda v&licina hodnotu 1, ak
nenastal, tak nadobuda hodnoty@is{o p je jedinym parametrom tohto rozdelenia).

Binomické rozdelenie

Predpokladajme, Ze &ity pokus opakujemen-krat za rovnakych podmienok.
V kazdom pokuse moéZze nastaahodny javA s rovnakou pravdepodobnios p
a nenasta s pravdepodobnésu g=1 — p. Uvedena schéma pokusov sa nazyva
Bernoulliho schémaPaiet realizacii nahodného javA v Bernoulliho schémen
nezavislych pokusov je zrejme diskrétnou ndhodnelicimou X, ktord moze
nadobudé hodnoty O, 1,..n. Vzhladom k nezavislosti pokusov pre jej
pravdepodobnostnu funkciu plati:

P09=R(X=R=(7) B A" K=or s

Rozdelenie, ktoré je popisané touto pravdepodoboastfunkciou sa nazyva
binomické rozdelenie parametramn ap a oznégujeme hoBi(n, p. (Parametre su
veli¢iny, ktorych hodnoty musime pozhaaby sme’ubovd’némux mohli pomocou
Pn(k) priradt’ jeho pravdepodobnts

Pri vypaite strednej hodnoty arozptylu nahodnej &gl s binomickym
rozdelenim pravdepodobnosti je mozné s vyhodouipaozpis binomickej vetiny
X vtvare sdtu nula-jedntkovych nahodnych velin. Ak vezmeme do (vahy
vlastnosti Bernoulliho schémy, tak plati:

X=Y1+Yo+ ... +Y,

kde Y1, Y2 ... Yo sU nezavislé nahodné @ty s tymto alternativnym rozdelenim.
Pouzitim vlastnosti strednej hodnoty a rozptyluotditych velin tak dostavame:

E(X) =E(Y1) +E(Y2) + ... +E(Y)) =p+p+ .. +p=np

D(X) = D(Y1) + D(Y2) + ... +D(Yn) =p (1 —p) + ... +p (1 —p) =np (1 —p) =npq



Priklad:

Pravdepodobnds vypestovania zdravej rastliny zo semena je 0,3.a Ale
pravdepodobnas Ze vypestujeme asp@ a najviac 5 zdravych rastlin, ak zasadime
10 nadhodne vybranych semien? Aky bude priemer@gtpoypestovanych zdravych
rastlin?

RieSenie:

Nech X je nahodna vetina, ktora predstavuje pet vypestovanych zdravych rastlin.
Zo zadania ulohy vyplyva, Ze tato w@fia ma rozdelenidi(10, 0,3). Ulohou je
stanovi’ pravdepodobna@sP(3< X <5).

PB<X<5=PK=3)+PK=4)+PK=5)=
10 10 10
= 03207 + 03*.07°% + 03°.0,7° = 057
3 4 5
Priemerny poet vypestovanych rastlindime zo vfahuE(X) =np=10.0,3 = 3.

Poissonovo rozdelenie

Ak n - o ap-0anp=A, kdeA je kladna konstanta, tak takymto spésobom
dostaneme limitny pripad binomického rozdeleniagrét nazyvamerozdelenie
Poissonovos parametromA. Budeme ho ozrava® Po(A). Pravdepodobnostna
funkcia tohto rozdelenia ma tvar:

RozdeleniePo() je charakteristické tym, Z&(X) = D(X) = A. Poissonovo rozdelenie
s parametronA = np byva vhodnou aproximaciou binomického rozdeldBiig, p),
ak paet kusown je ve’ky (praktickyn > 30) a pravdepodobntdp je mala (prakticky
p < 0,1). Pre Poissonovo rozdelenie sa niekedy pauifzovzakon vzacnych javov
(zakon riedkych javQv Popisuje totiz spravanie sa taxzacnych javgvktoré maja
mall pravdepodobnésvyskytu, takZe aj v rozsiahlych suboroch pozordvaa
vyskytuju zriedka.

Hypergeometrické rozdelenie

Vera délezitych uloh moze lBypopisanych pdi tejto schémy:

V suboreN prvkov ich maM urcitd vlastnog A. Zo suboru nahodne vyberieme
prvkov, bez toho, aby sme ich po vybrati vracabp# do pévodného suboru (tzv.
vyber bez vratenja Paiet prvkov s vlastna®u A, ktoré boli vybrané do uvedeného
vyberun prvkov, je zrejme ndhodna véha X, ktora m6ze nadobuddnodnotyk =
max (0,n + M - N), ..., min M, n) s pravdepodobnéami



Rozdelenie nahodnej veiiny X, popisané touto pravdepodobnostnou funkciou sa
nazyvahypergeometrické rozdelenie.

Je mozné ukaraze stredna hodnota a rozptyl hypergeometrickéhdelenia su

N-n
N-1°

EX)=np a [¥X)=npqg

kdep = % ag=1 — p. Porovnanim s binomickym rozdelenim zistime, Zedste

hodnoty su pri oboch rozdeleniach rovnakeé, rozpyyergeometrického rozdelenia je
n

je mensinez 1.

“r y . N -
mensi, alebo tz\kone’nostny faktor N

Ak je rozsah vyberun velmi maly vzitadom k rozsahu zakladného subblue
mozné hypergeometrické rozdelenie UspesSne nahraitiomickym rozdelenim.
Vyhodna av praxi¢asto pouZzivana je tiez aproximacia rozdelenim Bo®sym

S parametroml = n%. Néhrada je kvalitna uz pﬁl\lilT< 0,1 a% <0,1.



Priklady spojitych rozdeleni
Normalne rozdelenie

Kracové postavenie v Statistickej teérii aj aplikaciaol normalne (Gaussovo)
rozdelenie Je najfrekventovanejSim rozdelenim spojitych dakoh velEin.
V zasade sa da poveataze je adekvatnym pravdepodobnostnym modelom kakyc
nahodnych vetin, ktoré su sttom va’kého pdtu nezavislych alebo len slabo
zavislych veléin (zloziek), prkom prispevky jednotlivych zloZiek su nepatrné.

Vyznam normalneho rozdelenia je ga@iknuty okolnogou, Ze za vigmi Sirokych
podmienok im je moZzné aproximavaela inych rozdeleni, dokonca aj rozdelenie
diskrétnych nahodnych veéin.

Hustota pravdepodobnosti normalneho rozdeleniafé dyrazom

_ _ep)? {0y
f(x):lq{x ”): 1 o =1 [e( 20], —0 <X< +00,
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kde konStantyu [ (— oo,oo) a o’> 0 s parametre tohto rozdelenia. (Rozdelenie dané

touto hustotou byvaiasto skratene oztavané N(i, o?). Parametent sa rovna
strednej hodnote a parametérrozptylu normélne rozdelenej nahodnej siely X:
E(X) = p aD(X) = 0>

Grafom hustoty normalneho rozdelenia je tZwaussova krivka.Jedna sa
0 zvonovitl symetricka krivku, ktora nadobuda ma&imbodex = 4 a pre x — o
sa asymptoticky priblizuje k osi isek. Prex = 4 + 0 ma Gaussova krivka inflexné
body. Zmenou strednej hodnofy pri kon$tantnej vi&osti rozptyluo® sa postva
Gaussova krivka potH osy x, bez toho, aby sa menil tvar krivky. Ak sa meni
parametep® a p = konst., dochadza k zmene tvaru normélinej krivikyp = 0 ac?
= 1, hovorime amormovanom normalnom rozdelerktoré oznaujeme N(O, 1).
Hustota normovaného normélneho rozdelenia, ipvmovana normalna hustoteya
tvar:

$(%) :%T B2,

Tejto hustote pravdepodobnosti zodpoveda distnddunkcia
x t?
Dd(X) = Dj e dt,

1
N 2T

ktord nazyvameormovana normalna distrildma funkcia.



Pre normélne rozdelenie sU charakteristické tiktstmosti:

1. Ak nahodna vediina X ma rozdelenieN( &, 0%), maTubovd’na linearna
funkciaY = aX + bnormalne rozdelenie s parametraggi +b a a’c?.
x . . e X - , :
Specialne to znamend, Zze normovanacveiU = ~TH ma rozdelenie

o
N(O, 1).

2.  Lubovdna linearna kombinacia nezavislych ndhodnych veéin, ktoré
maju vSetky normalne rozdelenia, ma Hp@rmalne rozdelenie. Odfia
vyplyva, Ze stet, rozdiel a priemer nezavislych normélne rozdgian
ndhodnych vetiin st nahodné veiny, ktoré maju op@& normalne
rozdelenie.

Rozdeleniey2 t,F

S normalnym rozdelenim su Uzko spojené tri délebizélelenia spojitych nahodnych
veli¢in:

Xx?- rozdelenie, Studentovbrozdelenie a F-rozdelenie. Maji mimoriadny vyznam
pri analyze Statistickych dat, ziskanych ndhodngyderom.

a) x*- rozdelenie

NechUy, Uy, ... U, st nezavislé nahodné vty s rozdeleniniN(O, 1).
Rozdelenie nahodnej véiiny

)(2: U12+ U22+ .t UV2

sa nazyvay? - rozdelenie prk stupioch vd’nosti a oznéuje sax? (K).

b) Studentovo t-rozdelenie

NechU aV su nezavislé nahodné @y, z ktorychU ma rozdeleni?\N(0, 1)aV ma
rozdeleniex? (k). O nahodnej vetinet, definovanej véahom
U

t= —

Vv

k

budeme hovoti Ze maStudentovo t-rozdelenaek stupioch vd’nosti.



c) Fisherovo — Snedecorovo rozdelenie (F-rozdelenie)

Rozdelenie nahodnej véiiny

F= ﬂﬁ

n n
kde V1 resp.V, su nezavislé nahodné uetiy, ktoré maju rozdelenigy? (ny) resp.
x?(ny), sa nazyvaFisherovo — Snedecorovo rozdelerf@ebo len stréne F-

rozdelenie) a1, an, stupoch vd’nosti a oznéuje saF(n;, np). Pouziva sa hlavne
v analyze rozptylu.



Momenty

Pre opis zéakladnych vlastnosti suboru sa pouzijenpmomentu, podobne ako sa v
mechanike pouziva moment inercie na opisanie remiaz hmoty. V praxi sa
najgastejSie pouzivaju momenty dvoch typovéiptoiné a centralne.

Podiatoénym momentomk-tého radu diskrétnej velny X sa nazyva suma typu
ak[x] = zxi'pi

Ako sme uviedli, aritmeticky priemer mozno vyjiiat’ pod’a vz'ahu

X=) %P
i=1

Ak pozname oba ¥ahy a porovnavame ich vidime, Ze aritmeticky priejee/lastne
pociatocny moment k-tého rddu nahodnej wely X a preto sa nazyva aritmeticky
priemer k-tého stufa tejto velginy.

VSeobecny momenk-tého radu

Centralny moment. Najprv si osvetlime pojem centrovanej nahodnéeljcirg.
Centrovanou

nahodnou vetinou budeme nazy¥a odchylku nahodnej veliny X, od jej
aritmetického priemeru

X=X—X

kde X je centrovana nahodna \atia.
Aritmeticky priemer centrovanej nahodnej ¢ely je rovny nule

xM: x[}z( _;jpi =3x.p ~X3.p, = x-x=0

i=1

Nezabudnime, z&> pi=1 > x.p, = x

i=1 i=1

Centrovanie ndhodnej véiny odpoveda prenosu §iatku suradnic do bodu,
ktory ma hodnotu aritmetického priemeru. Momentytogvanej nahodnej veiny sa
nazyvaju centralne momenty Su analogické pojmutazisko v mechanike.
Centralnym momentom k-tého radu nahodnejcug)i X sa nazyva aritmeticky
priemer k-tého stuja tejto centrovanej nahodnej iy



1 =[x]= ;{xk} _ x[[x-;ﬂ

Pre diskrétnu vetinu sa k-ty centralny moment vyjadruje sumou
n Nk
Hs = Z(Xi _Xj P
i=1
Ako sme ukazali, prvy centralny moment je rovnyenul
H=0

Centralny momerk-tého radu sa vygita

—2

Hy = Z(Xi _;()2 P = zxiz'pi _Zizxi'pi +;(ZZ b =a, -2X +X = a, =X
i i=1 i=1 i=1
Analogicky vyp@itame treti centralny moment
n —\3 n 3 _n ) —o D 3 _ —
Hs =Z(Xi _X) P :zxi B _‘?’szi Py +3x ZXi'pi - X z P = a5 —3a,X—2X
i= i=1 i=1 i=1 i=1
Druhy centralny moment sa nazyva rozptyl (disperzia) ndhodnej &ialy

2

H, =S
Rozptyl(variabilita, variancia, disperzia) 2je dany vzorcom:

n

s? =%Z(xi —?()z,kde ;(Z%Z:‘Xi : (a)

i=1

k Kk

resp.s’ :%Z(xi —;()2 f.,kde Q:lz&.fi

i=1 n i=1
a pre vyberovy subor
k

s? ZLZ(Xi —;()2 resp. s” ZLZ(Xi —;()Zfi (b)

n-1 n-1%



Pri vypaite rozptylu pouzivame vzorce (a) vtedy, ak je stiaky subor maly, a ak
pozname aritmeticky priemer. MéZzeme pa@usj vzorec odvodeny z (1), jeho

vyhodou je, ze nemusimedtat’ odchylky x -X, plati

sZ:EZXiZ—;(Z resp. 82=12Xi2.f- -x,

Kk Kk

2
sf=—— 2-n resp.s’=—— 2 f —n kdex ==Y "x.f
n_l{ZX. X} p n_l{Zx . X} (an j

i=1 i=1

Ak su dané iba hodnoty,ypripadne aj ich gtnostif;, je vyhodnejSie poutivzt'ahy,
ktoré su odvodené z predchadzajucich vzorcov

K 2]
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Rozptyl ma ti nevyhodu, Ze nema rozmer hodnét anakenko nedostatok
nemasmerodajna(Standardnaypdchylka— s

1& —2
alebo s= [=) x? -

Hodnotu smerodajnej odchylky dostaneme, ak priglidar rozptylu odmocnime.

Ak pouzijeme analégiu s mechanikou, tak disperziglgstne moment inercie
— udava rozdelenie hmoty okot@aZiska.Treti centralny moment sa pouZiva na
charakteristiku symetrie resp. asymetrie suborastme kazdy neparny moment sa
mobze pou#i na charakteristiku asymetrie). Aby sme dostali bEznerna veliinu,
delime treti centralny moment foal
mocninou strednej kvadratickej odchylky. )
Ziskanu hodnotu nazyvame asymetria (A)
alebo koeficient Sikmosti (kS)

U 3x— X

A=— alebo ksS=
S S

Asymetria Statistického stiborn



Ak ma hodnotu 0, mdéZzeme konStatdyvde rozdelenie hodnét je symetrické,
ak koeficient Sikmosti je kladny, hovorime o zoSémndd’ava (vyskytuju s&astejSie
mensie hodnoty), ak je koeficient Sikmosti zapohoworime o zoSikmeni doprava
(vyskytuju sacastejSie véSie hodnoty)

Stvrty centrdlny moment sa pouZiva na
charakteristiku Stihlosti (Spicatosti) suboru. Hx)
Ziskanu veltinu nazyvame exces:

E= % -3
Ak ma hodnotu 0, m6zeme konsStattvae
rozdelenie je rovnako Spicaté ako normalne,
ak je > 0 rozdelenie je “SpicatejSie* ako
normalne a ak je < 0 hovorime o “plochSom*
rozdeleni ako je normalne.

I jex=10)

Exces statistického suboru
Priklad:

Pcatet deti do 18 rokov v 40 nahodne vybranych rodinéalvedeny v taldike

Xi 0 1 2 3 4 5 6 7
fi 5 11 8 5 3 3 4 1
Urcte!
a) rozpatie

b) priemernu odchylku

c) rozptyl, smerodajnu odchylku
d) kvartilové rozpatie

e) viariatny koeficient

f) koeficient Sikmosti

RieSenie
a) RozpatieR = Xnax— Xnin=7—-0=7
b) Vytvorime tabiku predalSie vypaty

X fi Xifi Xi= X IXi-x/s X2t Kf ;
0 5 0 -2,5 12,5 0 5
1 11 11 -1,5 16,5 11 16
2 8 16 -0,5 4 32 24
3 5 15 0,5 2,5 45 29
4 3 12 1,5 4,5 48 32
5 3 15 2,5 7,5 75 35
6 4 24 3,5 14 144 39
7 1 7 45 45 49 40
2. =4C > =10( > = 6€ > =404




Priemerné odchylkad =lzk:‘x4 —;4 f =iz7:|x. - 28f, -1 66= 15,kde
na! L4047 40 '

_ 7
le f, = 100= 25
n<s 40

c) PretoZe je to vyberovy subor, na vygbvariability pouzijeme vzorec

fJ

‘ 2%

S, - ( 404— 100

, = n 40 ) 1

s? =12 = = —(404-250) = 395
n-1 39 39

Smerodajna odchylkas = Js? = A/ 395 =199

d) Kvartilové rozpatie

Q=0Q,.Q,
4_2 f 30-29
Q = L+—fi:1 h=35+ 1=1383
m-1
2_2 f 10-5
Q= L+—f‘:l h=05+ . 1= 095

Q=383-095= 288

e Variacny koeficient

f) Koeficient Sikmosti

{;_ij 3(25-2)
k§= == ’2 = 0,75 kde

S
O ’ i —
hoL+2 g5, 20-16

1=15+05=2



Priklad 1 :

HadZeme dvoma pravidelnymi diskami, ktorych strafiggislované (1 a 2).
Sledujeme podidlisla na prvom Kislu na druhom disku. Najdite rozdelenie
pravdepodobnosti, strednd hodnotu a disperziu tgtmdnej premennej. [2]

RieSenie:
Xi 1/2 1/1 2/1
pi 1/4 2/4 1/4

E(X)=SUM(pi*xi)
D(X)=SUM(pi*xi*2)

F(0)=P(X< 0)=0

F(1/2)=P(X< 1/2)=1/4
F(3/4)=P(X< 3/4)=1/4
F(1)=P(X< 1)=1/4+2/4=3/4
F(2)=P(X< 2)=1/4+1/4+2/4=1

MATLAB:
x=[1/2,1,2],
p=[1/4, 1/2 , 1/4];
stem(x,p,r) ----- T - farba
hold
plot(x,p)



Priklad 2:

Pri kontrole automatickej prevadzky na vyrobu 4@¥mu boli zistené tieto vysledky
(v percentach, bolo odobrenych 20 vzorkou):

408 40.9 40.2 398 40.1 40.D.34 40.6 40.9 39.1
395 398 399 396 40.2 40.P.23 40.1 40.2 38.9
Rozhodnite¢i je priemerny obsah alkoholu vo vyrabanom rumésvalebo mensi
nez deklarovanych 40 % a odhadnite pravdepodabresnahodne odoberana vzorka
bude mé obsah alkoholu v rozmedzi 39% az 40%.

RieSenie:
Funkcia MAX najde naju&i a funkcia MIN najmensiu hodnotu zo zadanych dat.
Funkcia HISTC sa pouzije v prikaze N=HISTC(X, ile X je pole dat a A je
vektor krajnych bodov triedy. Vystup N je vektotaiko suradnic, kiko mame tried
a jeho suradnice su @y prvkov v danej triede.
Funkcia BAR vytvori obrazok histogramu prikazom BX,A, ‘HISTC").

Teda: Vlozme data

X=[40.8; 40.9; 40.2; 39.8; 40.1; 40.2; 40.3; 4018;9 ;39.1; 39.5; 39.8; 39.9; 39.6;
40.2; 40.7; 39.2; 40.1; 40.2; 38.9];

Vypocitame najvaSi a najmensSiu hodnotu

a=max(X) b=min(X)

a= 40.9000 b =38.9000

Vypoéitame dzku triedy c=(a-b)/4

¢ = 0.5000

Teraz vytvorime krajné body jednotlivych tried. e funkcia HISTC nepracuje
uplne tak, ako by sme potrebovali, musime trocharstrdiZzku triedy - polozme
c=0.501 a zw&sime také o trochu maximalnu hodnotu na 41.3.
A=[38.9:0.501:41.3]

A =38.9000 39.4010 39.9020 40.403W.9040

Zavolajme funkciu HISCT  N=histc(X,A)

N= 35750



Posledna nula znamenéggbhodndt, ktoré sa rovnaju poslednej zloZzke vekfgra
to nie je Ziadna, prave preto sme trochu modifikadigku triedy c.

Nakoniec nakreslime obrazok  BAR(A,N, histc’)

Teraz k druhegasti prikladu: ndjdeme vyberovu strednt hodnotok¢ie MEAN) a
vyberovy rozptyl (pomocou funkcie VAR) nahodnejivmy, je nahodny vyber sme
urobili.

mean(X)

ans = 40.0500

var(X)

ans = 0.3416

Ak je potom F(x) distribtina funkcia naSou nahodnou vgiiou, je fadana
pravdepodobnas

P(0.39 < X < 40) = F(40) — F(39).
Hodnoty funkcie F(x) dava funkcia NORMCDF(X, MU,@&WA), kde X je bod,
v ktorej ’adame hodnotu, MU je stredna hodnota a SIGMA rdzyitliodnej
veliciny.
Teda: p =normcdf(40,40.05,0.3416) — normcdf(398,0.3416)

p = 0.4408.



